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PREFACIO 


La mayoría de los textos de Algebra Lineal que se encuentran en nuestro país, en 
español, son traducciones de textos en inglés dirigidos a estudiantes de diversas 
disciplinas (Psicología, Música, Medicina, etc., para los cuales es obligatorio cur- 
sar Algebra Lineal). Por lo tanto, dichos textos no poseen el enfoque que deben 
tener para estudiantes de las carreras de Matemáticas o Física, por mencionar algu- 
nas. Los textos en otros idiomas dirigidos exclusivamente a estudiantes de Física o 
Matemática son escasos y en español lo son aún más. Es así que nuestra intención 
es la de proveer a los estudiantes de carreras científicas de un enfoque serio, fun- 
damentado y moderno del Algebra Lineal. Hemos incluido el Algebra Multilineal, 
tema excluido de los programas usuales pero que nosotros pensamos que es de im- 
portancia fundamental, así como la notación que se utiliza en física para tensores. 
No se ha descuidado el aspecto computacional, al contrario, se incluyen diversos 
ejercicios de cálculo explícito. Sin embargo, han sido incluidos una gran canti- 
dad de problemas interesantes que preparan al estudiante para realmente darle la 
oportunidad de crear matemáticas. Todos ellos se resuelven utilizando el material 
expuesto. Como consecuencia del trabajo de resolverlos, le brindan al estudiante la 
oportunidad de redactar matemáticas. 


Suponemos que el lector está familiarizado con algunos de los temas básicos del 
Algebra Superior, es decir, que ya conoce y maneja estructuras algebraicas como 
N, Q, R, C, C [zx], la definición de campo, y ha trabajado numéricamente con 
matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales. Es conveniente que haya 
conocido los espacios vectoriales IR” sobre el campo R. 


Este libro está diseñado para un curso de un año (dos semestres, estudiando los 
capítulos I y II en el primero y los capítulos III y IV en el segundo; o bien, haciendo 
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modificaciones adecuadas, como por ejemplo, el capítulo I, 11.1, 11.2, II.3 y II.3 en 
el primer semestre y el resto en el segundo). 


En la Introducción se presenta un panorama del presente texto. Obviamente no 
se pretende que el lector que no conozca el tema pueda comprender lo que en ella se 
expone. Al contrario, conforme el lector avance en el estudio, podrá regresar a ella 
y obtener una visión global del Algebra Lineal incluida en esta obra. Las refencias 


sin números romanos indican resultados del capítulo en consideración. 


Hemos incluido un apéndice que contiene notas históricas sobre algunos de los 
conceptos definidos en el texto. Tiene como finalidad la de motivar el estudio del 
Algebra Lineal a través del análisis de las ideas que dieron lugar a dichos conceptos 
y del conocimiento de quienes contribuyeron a ellos. No está diseñado para una 
lectura continua, más bien, lo está para ser consultado conforme el lector encuentre 
los conceptos en cada sección. Organizamos el apéndice de acuerdo al orden de las 
secciones indicadas con una A antepuesta. 


Durante varios años he impartido cursos basados en el material aquí incluido a 
alumnos de licenciatura, a quienes agradezco su atención y sus oportunos comen- 
tarios. 


Del mismo modo, deseo agradecer a varios de mis colegas, entre ellos María Elena 
García y Mary Glazman el haber utilizado versiones preliminares en sus cursos; muy 
especialmente a mi padre, Emilio Lluis Riera por haber hecho importantes comen- 
tarios, sugerencias y correcciones al haber utilizado el texto varios años. También, 
mi mayor agradecimiento a mi esposa Flor de María Aceff, quien además de haberlo 
utilizado en sus cursos, hecho numerosas correcciones y proporcionado agradables 
conversaciones sobre el libro, realizó la formación y composición en el sistema T p X 
de las múltiples versiones preliminares. Sin embargo, cualquier falta u omisión es 
exclusivamente mía. 


Igualmente, agradezco a María de Jesús Figueroa el haber escrito las notas 
históricas como consecuencia de su largo estudio de investigación para realizar su 
tesis doctoral y a Alejandro Garciadiego a quien agradecemos el asesoramiento 
experto para la realización de dichas notas. 


Finalmente, agradezco a Rosa Quintana la captura preliminar del texto. Este 
libro, producto de varios años de trabajo, se elaboró durante su fase final bajo el 
auspicio del CONACYT a través de una Cátedra Patrimonial. 

Emilio Lluis Puebla 
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PREFACIO (SEGUNDA EDICION) 


Este libro cumple ya más de diez años de ser utilizado exitosamente como texto 
sobre la materia en diversas universidades del Continente Americano, incluyendo 
algunas universidades de Estados Unidos de Norteamérica y, desde luego, en México. 


He tenido el gusto de ofrecer conferencias en muchas universidades de Cen- 
troamérica y Sudamérica donde me he encontrado con colegas, que llevan mi libro 
como texto. Me han solicitado una nueva edición pues la anterior es imposible 
de conseguir. Esta nueva edición, donde he corregido algunos errores tipográficos 
y atendido nuevas ideas o sugerencias que al través de los años me he hecho y 
han hecho mis propios alumnos (a quienes mucho agradezco), la he incluido dentro 
de las Publicaciones Electrónicas de la Sociedad Matemática Mexicana mostrando 
(como matemático y Editor Ejecutivo de las mismas) la confianza en este tipo de 
publicación. Éste tiene una excelente accesibilidad, así como un nulo costo, que 
de no ser así, resultaría elevado para los estudiantes y colegas de muchos lugares. 
Las Publicaciones Electrónicas de la Sociedad Matemática Mexicana tienen acceso 
libre en línea, pueden copiarse en el ordenador o imprimirse en papel para uso 
personal. Además, el lector podrá adquirir las publicaciones en CD o impresas en 
papel empastado. 


Primavera de 2008 Emilio Lluis-Puebla 


INTRODUCCION 


Siempre que se habla de alguna rama de la Matemática se establecen los objetos 
de estudio. Los objetos que estudiaremos serán los espacios vectoriales (que son un 
caso especial de los módulos). Sea K un campo. Diremos que el conjunto V junto 
con la operación binaria + y acción u de K en V forman un espacio vectorial 
sobre un campo K si bajo +, V es un grupo abeliano, y distribuye tanto a la 
suma de elementos de V como a la suma de elementos de K, la acción del producto 
de dos elementos de K es igual a uno de ellos por la acción del otro y finalmente, 
la acción del elemento unitario de K en V es trivial. 


Los elementos de V se llaman vectores, los del campo K se llaman escalares 
y la acción se llama multiplicación escalar. K”, Klx] y el conjunto de las 
matrices de m x n con elementos en K denotado con MmxnK son ejemplos de 
espacios vectoriales. 


¿Cómo relacionamos dos espacios vectoriales sobre un campo K? Así como a los 
conjuntos los podemos relacionar mediante funciones, a los espacios vectoriales los 
relacionaremos mediante funciones que preservan la estructura de espacio vectorial 
llamadas homomorfismos o funciones lineales (o aplicaciones o transforma- 
ciones lineales). Entonces, si U y V son espacios vectoriales sobre un campo K, 
f:U — V es un homomorfismo o función lineal si f(u + v) = f(u) + fw) y 
además f(av) = af(v); a € K; u,v € U. Resulta que la composición de homo- 
morfismos es un homomorfismo. Se dice que una función lineal f: U — V es un 
isomorfismo si existe una función g: V — U tal que go f = ly y fog = ly. 
Es un hecho el que si dicha g existe, es lineal, está determinada en forma única, se 
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denota con f7! y se llama inversa de f. Si existe un isomorfismo entre dos espacios 
vectoriales U y V se dice que los espacios son ¿somorfos y escribimos U = V. 


Si K es un campo, el conjunto de homomorfismos o funciones lineales de U en 
V lo denotamos con Homx(U, V) (o con L(U, V), A(U, V)). Le podemos dar una 
estructura de espacio vectorial sobre K. Una gran parte del Algebra Lineal consiste 
del estudio de este espacio vectorial. 


Dada una función lineal f: U — V entre espacios vectoriales sobre un campo 
K podemos considerar su núcleo, es decir, el conjunto de todos los elementos 
de U cuya imagen es el cero de V, denotado con ker f. Podemos considerar 
la imagen de f, es decir, el conjunto de los elementos de V que provienen de 
elementos de U, denotado con im f. También podemos considerar subespacios de 
un espacio vectorial. Estos son subconjuntos tales que el cero del espacio pertenece 
al subconjunto y este último es cerrado bajo la suma y multiplicación escalar. 


Sucede lo esperado: la imagen bajo una función lineal de un subespacio es un 
subespacio; la imagen inversa de un subespacio bajo una función lineal es un sub- 
espacio; en particular, el núcleo y la imagen de una función lineal son subespacios 
(de donde deben serlo). 


La suma de dos subespacios U y V de W, denotada U + V, es el conjunto de 
todas las sumas u + v donde u € U yv € V. Se dice que W es suma directa, 
interna de U y V si todo elemento de W puede escribirse en forma única como 
suma de uno de U y uno de V y escribimos W = US V. Podemos definir la suma 
directa externa de espacios vectoriales [V¿P”_, sobre un campo K y la denotamos 
con O%_,V; como el espacio vectorial cuyos elementos son listas ordenadas de la 
forma (v1, ..., Un) con las operaciones usuales de suma y multiplicación escalar. Si 
un espacio vectorial V es suma directa interna de subespacios de V entonces es 
isomorfo a la suma directa externa de los mismos subespacios. En vista de esto 
último hablaremos de la suma directa. 


Un espacio vectorial es suma directa de dos subespacios si, y sólo si, es suma 
de ellos y su intersección es vacía. La suma directa posee la siguiente propiedad 
importante llamada universal: si p;: V; — V son funciones lineales de espacios 
vectoriales e 17 : Vj — @®V; son las inclusiones para i € I = [1,...,n), entonces 
existe una función lineal única p : O_V; —> V tal que y o j = pj, j EL. 
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Esta propiedad caracteriza a la suma directa y podemos representarla mediante el 


diagrama 
v 


Pi 7 E 
Y LB eV; 


Decimos que un vector v € V es una combinación lineal de elementos de un 
subconjunto S de V si existe un número finito de elementos ([v;)”_, de S tal que 
v = J; Qvi, a; € K. Las a, se llaman coeficientes. El conjunto de todas las 
combinaciones lineales (5) de un subconjunto no vacío S de V es un subespacio que 
contiene a S y es el más pequeño de los subespacios de V que contiene a S. Dicho 
espacio se llama subespacio generado por S y es, por lo tanto, la intersección de 
todos los subespacios que contienen a S. Como caso particular, si (S) = V, todo 
elemento de V es una combinación lineal de elementos de S y diremos que V está 
generado por el subconjunto S de V. 


El siguiente resultado es fundamental y es consecuencia de la propiedad universal 
para la suma directa: considere K” = 9%_,K'; donde cada Kj ¥ K, K un campo 
fijo, 9:(1,...,n+ — K” dada por i — e, y V un espacio vectorial sobre K. 
Entonces para toda función f:([1,2,...,n) — V existe una función lineal única 
0: 051 Kj — V tal que f = Po g, es decir, el siguiente diagrama conmuta: 


y 
p y 
K” SK; — {1,2,... n} 
g 
La función g se llama función canónica. 


Diremos que el conjunto (v;);_, de vectores de V es (i) linealmente indepen- 
diente si ọ es inyectiva, (ii) un conjunto de generadores si ọ es suprayectiva y (iii) 
una base si ọ es biyectiva. 


En otras palabras, el conjunto {v;} es linealmente independiente si 


n n 
(0) > ajej = > AjUj = 0 
j=1 j=1 


implica que ay; = 0 para toda j = 1,...,n; as € Kj. El que ( sea suprayectiva 
equivale a decir que todo elemento de V se puede escribir como );_, 0303, es decir, 
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como una combinación lineal. El que ¢ sea biyectiva quiere decir que todo elemento 
de V puede escribirse de una, y solamente una manera, en la forma jaa Qjvj. Es 
claro que el conjunto fe;)5-, es una base de $}; K; = K” llamada canónica. 
También diremos que el conjunto (v;)7_, de vectores de V es linealmente depen- 
diente si no es linealmente independiente. 


Es inmediato, de la definición de base, que todo espacio vectorial V sobre un 
campo K con base {v;}%—; es isomorfo a K”. Cualquier base de V posee la misma 
cardinalidad y los espacios K” y K™ son isomorfos si, y sólo si, n = m. Esto nos 
permite definir el concepto de dimensión. Definimos la dimensión de un espacio 
vectorial V sobre un campo K, denotada dim V, como el número de elementos 
de una de sus bases podemos poseer una teoría de la dimensión para los espacios 
vectoriales. Así, podemos decir que dos espacios vectoriales son isomorfos si, y sólo 


si, tienen la misma dimensión. 


Un resultado que relaciona la dimensión de la suma de subespacios con la de 
cada uno de ellos es 


dim (U + V) = dim U + dim V — dim (U N V) 
donde U y V son subespacios de algún espacio W, y como consecuencia inmediata 
dim (U € V) = dim U + dim V. 
Si f:U — V es una función lineal entonces se tiene que 
dim (U) = dim (im f) + dim (ker f). 


Utilizaremos este hecho en lo subsecuente. 
Existe una relación fundamental entre los homomorfismos y las matrices. Un 
sistema de m ecuaciones con n incógnitas puede escribirse en la forma 


AX=B 


donde 


011 +: ln 
: : y X =t(£1,...,£n) y B = *(b1,..., bm). 
Am1 *** Amn 
Entonces cualquier matriz A de m x n determina una función lineal f = 
A: K” —» K™ (por abuso de notación) dada por v —> Av donde los vectores 


Introducción 5 


de K” y K” los colocamos como vectores columna. Así, la solución de la ecuación 
AX =0 es el núcleo de la función lineal f = A: K” — K” y por lo anterior 


dim (ker f) = dim K” — dim (im f) =n—r 


donde r es el rango de A. 


Hemos visto que Hom x(U, V) es un espacio vectorial. Si dim U = m y dim V = 
n entonces dim Homk(U, V) = mn. Sea f € Homg(U, V), B = [u¿P2., base 
de U y p’ = {vi}; base de V. Como f(u;) € V, f(u;) puede escribirse como 
combinación lineal de elementos de 8”, es decir 


f(u) = 0110 T +: T  QinUn 


flum) = QAm1U1 amy AmnUn - 


Este sistema de ecuaciones lo podemos escribir en la forma 


f(u) Qil > Qin v1 
flum) Ami *** Omn Un 
t ( Xil >? Qin 
La matriz : : se llama matriz asociada a f, la denotaremos con 
Qml “+ mn 


1115 y decimos que representa a f. 


Si [u]g representa el vector traspuesto de coordenadas de u con respecto a la 
base 8 y [f(u)]g es el de f(u) con respecto a 8’ entonces se tiene que 


1115 lujo = [FW] 


es decir, multiplicar el vector de coordenadas de u con respecto a la base P por la 
matriz | A nos da el vector de coordenadas del vector f(u) con respecto a 8’. 


Ahora consideremos dos bases de U: B = {u;i}; y y = [u,Fr_,. Entonces 


f, 1 
lyu) = wù = 014 + +: + 019%), 


: po, , ; 
lulun) = Un = Qamu + +: + Qnnuh.: 


Luego, la matriz cuadrada 


Q11 t Qni 


Qin > Ann 
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se llama matriz de transición de la base 8 en la base y. 


La matriz de transición N3 puede verse como la matriz asociada a la función 
lineal 1y: U — U con respecto a las bases 8 y 7. 


Tenemos los siguientes resultados: 


(1) si f € Homk(U,U) y N es la matriz de transición de la base 8 = 8’ a la base 
y = y entonces LAY = NU N y 

(11) si f € Homk(U, V), N es la matriz de transición de la base 8 en la base y 
de U y M es la matriz de transición de la base 8’ en la base y' de V entonces 
[117 = MAIN. 

Finalmente, existe un isomorfismo 


Homk(U,U) = Mn(K) 


dado por f — [£]%. 


Pasamos ahora al estudio del espacio vectorial Hom kx (U, U) cuando U es un espa- 
cio vectorial de dimensión finita sobre K. Sus elementos los llamaremos 
operadores lineales. Podemos definir otra operación binaria en Homk(U, U) me- 
diante p2p1(v) = pa(pi(w)) la cual hace de Homx(U,U) un álgebra sobre K. Así, 
Homk(U, U) es un objeto provisto de varias estructuras que lo hace sumamente 
interesante. (En efecto, si A es un álgebra con uno sobre un campo K entonces A 
resulta ser isomorfa a una subálgebra de Homk(U, U).) 


El resultado (i) anterior nos lleva a definir lo siguiente: dos matrices cuadradas A 
y B son similares (o semejantes) si A = N7*BN con N una matriz invertible. De 
aquí que las matrices A y B representan al mismo operador lineal f € Homx(U, U) 
si, y sólo si, son similares una con la otra. La relación de similaridad o semejanza es 
una relación de equivalencia, de manera que las matrices asociadas a un operador 
lineal específico constituyen una clase de equivalencia. Para el caso de matrices, 
sumarlas y multiplicarlas cuando éstas son diagonales, es muy sencillo. Simplemente 
uno suma o multiplica los elementos correspondientes de las diagonales. Esta es 
una buena razón para saber cuales matrices son similares a una matriz diagonal. 


Un operador lineal f € Homx(U, U) es diagonalizable si para alguna base de 
U, la matriz asociada es diagonal. También decimos que dicha base diagonaliza 
a f. Entonces podemos afirmar que f es diagonalizable si, y sólo si, existe una 
matriz invertible N tal que N7'BN es diagonal. Quisiéramos dar un criterio para 
saber cuándo un operador lineal f es diagonalizable. Para ello necesitamos definir 
algunos conceptos. 
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Sea f € Homk(U, U). Si existe un vector u € U distinto de cero y un escalar 
AE K tal que f(u) = Au llamaremos a A valor característico y a u vector carac- 
terístico correspondiente a A. Resulta que el conjunto de vectores característicos 
U, correspondientes a un valor característico À junto con el cero es un subespacio 
de U y es igual al núcleo del operador AI — f. El siguiente teorema nos dice cuando 
un operador es diagonalizable: 


TEOREMA. Sea f € Homk(U,U). f es diagonalizable si, y sólo si, U 
posee una base que consta de vectores característicos de f. 

A continuación asociaremos unos polinomios a operadores lineales y matrices 
cuadradas que son de fundamental importancia. 


Sea A una matriz cuadrada con coeficientes en K, p € Homk(U,U) y f(x) = 
Pa + an ¡2 714... + 41% + ao un polinomio con coeficientes en K. Definimos 


f(A) = mA” +ap 1474 +01 A+ dol y 
FCP) = anp” +0pn-1P" +--+ ap + aol 


donde p” es la composición de p, n veces. Se dice que A o p es raíz del polinomio 
fsi f(A) =00 si f(p)=0. Si A es una matriz cuadrada de m x m, la matriz 
cuadrada Al,» — A se llama matriz característica, el determinante de la matriz 
característica se llama polinomio característico y lo denotamos con 


PALA) = AL — Al. 


Resulta que toda matriz cuadrada es raíz de su polinomio característico. Este es el 
famoso enunciado de Cayley-Hamilton. 


Un criterio para saber si un escalar es un valor característico es la siguiente 


PROPOSICION. a € K es un valor característico de A si, y sólo si, a 
es una raíz del polinomio característico palA). 


Es un hecho el que si el polinomio característico de A es producto de factores 
lineales de la forma (A — a1)(À — a2) -:: (À — an) con todas las a; distintas entonces 
A es similar a una matriz diagonal con las a; en la diagonal. Finalmente, si dos 
matrices A y B son similares entonces pa(A) = pg(A). 


Debido a ésto último decimos que la función M,, (K) — KJA] que asigna a cada 
matriz de n x n su polinomio característico es un ¿mvariante bajo la relación de 
similaridad. 


El polinomio característico es un polinomio para el cual pa(A) = 0, A una 
matriz cuadrada. Puede haber otros polinomios para los cuales A sea raíz. El 
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polinomio mónico de menor grado tal que A es su raíz lo denotaremos con ma(A) y 
se llama el polinomio mínimo de A. Dicho polinomio es único, divide al polinomio 
característico y posee los mismos factores irreducibles que el característico de A. 
También, À es un valor característico de A si, y sólo si, A es una raíz del polinomio 
mínimo de A. Aún más, una matriz cuadrada A es diagonalizable si, y sólo si, 
malA) = (A-A1)A—Az2)::* (A— àr) donde A1,..., Ar son los valores característicos 
distintos de A. 


El concepto de similaridad de matrices se traduce en uno de similaridad de 
operadores el cual, al igual que el de matrices, es una relación de equivalencia. 
¿Cómo determinamos si dos operadores son similares? o equivalentemente, ¿cómo 
podemos distinguir las clases de equivalencia? Para hacerlo, definiremos ciertas 
matrices llamadas formas canónicas, una para cada clase de equivalencia. Definimos 
un conjunto de formas canónicas para una relación de equivalencia ~ en un 
conjunto C como un subconjunto F de C que consiste de exactamente un elemento 
de cada clase de equivalencia de ~. Así, una vez obtenidas, bastará comparar 
si son las mismas para cada operador. Existen varias formas canónicas, nosotros 
consideraremos en este texto únicamente la triangular y la de Jordan. 


Sea U un subespacio de V. Denotamos con v + U el conjunto de todas las 
expresiones de la forma v + u donde u recorre todos los elementos de U. Dichos 
v+ U los llamaremos clases laterales de U en V. Es inmediato comprobar que 
cualesquiera dos clases laterales o son ajenas o son iguales. Denotamos con V/U el 
conjunto de todas las clases laterales de U en V. Si definimos (u + U) + (w +U) = 
(v+w)+U y Au +U) = Av +U hacemos de V/U un espacio vectorial llamado 
espacio cociente. La función lineal p: V —> V/U tal que v +— v + U se llama 
proyección canónica. 


Si U es un subespacio de V tal que p(U) C U para p € Homx(V, V) decimos 
que U es invariante bajo p. Dicho operador p: Y — V induce un operador de 
U denotado ply. Se sabe que dim V = dim U + dim V/U. Diremos que un 
operador p € Homk(V, V) puede representarse por una matriz triangular si su 
matriz asociada con respecto a alguna base lo es. Su polinomio característico se 
factoriza como producto de polinomios lineales. Lo inverso es cierto: si el polinomio 
característico de p se factoriza como producto de polinomios lineales entonces existe 
una base de V para la cual la matriz asociada es triangular. Traducido a matrices 
tenemos que si A es una matriz cuadrada cuyo polinomio característico se factoriza 
en polinomios lineales entonces A es similar a una matriz triangular. 


Se dice que un operador p € Homk(V, V) es descomponible como suma di- 
recta de operadores ply, si V = U; con U; invariante bajo p. Escribimos 
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p = plu,- El siguiente resultado se conoce como el teorema de la descom- 
posición primaria. 


TEOREMA. Si p€ Homk(V, V) posee el polinomio mínimo 


MAA = AMY ELOY... fa" 


donde los f¿(A) son polinomios mónicos trreducibles distintos, entonces V 
es suma directa de los subespacios ker f;(p)" y éstos son invariantes bajo 
p. Aún más, fi(A)" es el polinomio mínimo de Plrer f,(pyni- 


Como consecuencia se tiene que p € Homk(V, V) posee una matriz asociada 
diagonal si, y sólo si, su polinomio mínimo m,(A) es producto de polinomios lineales 
distintos. 


Un operador lineal p € Homk(V, V) se llama nilpotente si p” = 0 para alguna 
n > 0. El entero r es el índice de nilpotencia de p si p” = 0 pero p"! Æ 0. 
También diremos que una matriz cuadrada A es nilpotente si A” = 0 y r es el 
índice de nilpotencia de A si A” = 0 pero 4”7! 4 0. Obsérvese que el polinomio 
mínimo de un operador nilpotente de índice r es m,(A) = A” y su único valor 
característico es el cero. Entonces existe una base del espacio vectorial tal que 
la matriz asociada a p es triangular. El encontrar formas canónicas para dichos 
operadores nilpotentes nos permiten encontrar formas canónicas para cualquier 
operador que se factorice como producto de polinomios lineales. Así tenemos la 
siguiente 

PROPOSICION. Si p € Homx(V,V) es de índice de nilpotencia r y v € 
V tal que p"=+(v) 4 0, entonces el conjunto [p"=+(v), p"(vw),...,plu),v) es 
una base del subespacio que genera, cuya matriz asociada posee índice de 
nilpotencia r y es de la forma 


0 10 o 0 
0 0 1 0 0 
0 oð- 0 1 
000 0.0 


Aún más, si p € Homg(V,V) es de índice de nilpotencia r, entonces p posee 
una matriz asociada diagonal por bloques que son de la forma de la matriz 
anterior. 


Se sabe que existe al menos una matriz de orden r y que las otras son de órdenes 
< r. El número de matrices está determinado en forma única por p y el número de 
matrices de todos los órdenes es igual a la dimensión de ker p. 
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Finalmente tenemos el siguiente 


TEOREMA. Sea p € Homx(V, V) tal que sus polinomios característico 
y mínimo se factorizan como producto de potencias de polinomios lineales. 
Entonces p posee una matriz asociada diagonal por bloques J, llamada forma 
canónica de Jordan de p cuyo bloques son de la forma 


A 1 0 --- 0 0 
0 A; 1 --- 0 0 
Fu=| o : : E 
0. 0 0 --- Aj 1 
0 0 0> 0 A 


Así, dos operadores lineales cualesquiera son similares si, y sólo si, poseen la 
misma forma canónica de Jordan salvo el orden de los bloques. 


Una función f: U x V —» W de espacios vectoriales sobre un campo K se llama 
bilineal si es lineal en cada variable cuando la otra se mantiene fija. El ser bilineal 
no quiere decir que sea lineal ni viceversa. Si W = K diremos que f es una forma 
bilineal y denotamos con L? (U, V; K) el conjunto de formas bilineales de U x V 
en K. Si U = V, utilizaremos la notación Bil(V) y le podemos dar a Bil(V) una 
estructura de espacio vectorial sobre K. 

Considere el espacio vectorial sobre K, Homg(V,K). Sus elementos 
f:V — K se laman funcionales lineales o formas lineales, se acostumbra 
denotar a Homg(V, K) con L*(V; K) o simplemente V* y se le llama espacio 
dual de V. Se tienen los siguientes resultados: 

(i) Sea (v¿)?_, una base de V y {fi}; € Homg(V, K) = V* funcionales tales 

que f,(v,)= dij. Entonces ([f,)7_, es una base de V* y dim V* = n. 

(ii) Si {fi}; es una base de V* entonces (fi); dada por fi¡(u,v) = 
filu) f;(v) es una base para Bil(V) y dim Bil(V) = n?. 

(iii) Sea y = f[o;)_, una base de V y f:V x V — K una forma bilineal. Si 
u= Kii OU y v= D jvj entonces 


n 


f(u, v) = y aibi f (vi, v5). 


1,j=1 


Si A = (aij) es la matriz cuadrada tal que a, = f(u;, vj) entonces 
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y A se llama matriz asociada a la forma bilineal f con respecto a la base y, 
también denotada [f],. Se tienen los siguientes resultados para una forma bilineal 
f:VxV — K: 


(i) Si N es la matriz de transición de una base y en otra y” de V entonces la 
matriz B asociada a f con respecto a y es B=*NAN. 


(i) Bil(V)  M,(K) dado por f — [f],. 


(iii) Si N es la matriz de transición de la base {u;} en la base {v;}, entonces N 7? 
es la matriz de transición de las bases duales { f;} en (g;). 


(iv) Sea V** = (V*)*, entonces V Y V**, 


Diremos que una forma bilineal de V es simétrica si f(u,v) = f(v, u) para toda 
u,v € V. Sucede que una forma bilineal es simétrica si, y sólo si, su matriz asociada 
es simétrica, i.e. es igual a su traspuesta. Si f posee una matriz asociada diagonal 
entonces f es simétrica. 


La forma cuadrática asociada a f es la función q: V —> K dada por q(v) = 
F(v,v), v € V. Sea A la matriz simétrica asociada a la forma bilineal simétrica 
f. Entonces q(X) = f(X, X) ='*XAX =>), j tijtizj. Si A es diagonal, q(X) = 
aiit? +->*+Gnn2?. La fórmula f(u, v) = [glu +v) — q(u) — q(v)]/2 permite obtener 
f a partir de q. 


Si f es una forma bilineal simétrica y K es de característica diferente de 2, 
entonces existe una base de V tal que f posee una matriz asociada diagonal. Una 
matriz simétrica B es congruente con una matriz simétrica A si existe una matriz 
no singular o invertible N tal que B=*NAN. Así, si A es una matriz simétrica con 
elementos en un campo de característica diferente de 2, entonces A es congruente 
con una matriz diagonal. 


Decimos que una forma bilineal f es antisimétrica si f(u,v) = —f(v,u) para 
toda u,v € V. Si V es de dimensión finita, f es antisimétrica si, y sólo si, su matriz 
asociada A es tal que A = —*A, es decir, antisimétrica. También decimos que f 
es alternante si f(v,v) = 0 para toda v € V. Se tiene que toda forma bilineal es 
suma de una simétrica y una antisimétrica. 


Si consideramos el caso en que K = C, una forma f:V x V — T se llama 
hermitiana si f es lineal en la primera variable y f(u,v) = f(v,u) para u,v € V. 
La forma cuadrática q: V —> R asociada a f, dada por q(v) = f(v,v) se llama 
forma cuadrática hermitiana. 


Si K = IR, decimos que f:V x V — R está definida positivamente si 
F(v,v) > 0 para toda v E€ V, v # 0. 
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Ahora consideraremos espacios vectoriales sobre R o Œ. En ellos podemos 
definir una forma bilineal simétrica o hermitiana definida positivamente ( , ) lla- 
mada producto escalar o interno sobre R o Œ. Este producto escalar permite 
definir los conceptos de longitud y ángulo. La norma o longitud ||v|| de un vector 
v que pertenece a un espacio vectorial sobre K = R o Œ se define como yu, v) ; 
Dos vectores son ortogonales si (v, w) = 0. El ángulo 0 entre dos vectores u,v € V 
diferentes de cero se define como 0 = arccos((u, v) /|lu|| ||v||) para 8 € [0,7]. El con- 
junto U+ = {v € V | (u,v) = 0 Vu € U, U un subconjunto de V } se llama conjunto 
ortogonal a U y resulta ser un subespacio de V. Sea [v;)?_, un conjunto de vectores 
de V. {v;i}; es ortogonal si (v;, vj} = 0 para i Æ j y ortonormal si (vi, vj} = 0;;. 
El siguiente teorema es de particular importancia y en su demostración se establece 
un procedimiento para encontrar una base ortonormal de un espacio vectorial de 
dimensión finita llamado procedimiento de Gram-Schmidt: 


TEOREMA. Sea (u;)_, una base del espacio vectorial de dimensión 
finita V sobre R o UT. Entonces existe una base ortonormal {vi};_; de V 
tal que la matriz de transición es triangular. 


Un resultado útil es el siguiente: si U es un subespacio de V entonces V  USU?. 
Así, podemos hablar de una proyección llamada ortogonal de V en U, py: V — V 
tal que im py = U y ker py = UŁ. 

Un espacio que posee un producto escalar se llama espacio con producto es- 
calar. Sea V un espacio vectorial con producto escalar sobre un campo K = R 
oU yg: Y — V* dada por g(v)(u) = gu(u) = (u,v). Así claramente, cada vec- 
tor v € V nos determina un funcional gẹ. Lo inverso también sucede: si V es de 
dimensón finita y f: V — K un funcional, entonces existe un vector único v € V 
tal que f(u) = (u,v), para toda u € V. Estos resultados nos dicen que cualquier 
funcional es igual al producto escalar con un vector fijo de V. 


Sea u un elemento fijo de un espacio vectorial de dimensión finita V con producto 
escalar y p € Homx(V, V). Consideremos f € V* un funcional dada por f(v) = 
(plu), u). Luego, existe un vector único u’ € V tal que (p(v), u) = (v, u”) para toda 
v € V. Definimos p*: V — V tal que p*(u) = u’. Entonces (p(v), u) = (v, p*(u)), 
p* resulta ser lineal, único, y se le llama operador adjunto de p. 

Si A es la matriz asociada a p con respecto a una base ortonormal de V entonces 


la matriz asociada a p* es A* =*A. 


Se define un isomorfismo f: V — V” entre espacios vectoriales con producto 
escalar como un isomorfismo que preserva productos escalares, es decir, tal que 
(f(v), f(u)) = (v, u) para toda v, u € V. 
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Sea /: Homk(V, V) — Homk(V, V) el operador dado por (p) = p*. Son 
equivalentes las afirmaciones p* = p7? y (p(v), p(u)) = (v, u) para toda v,u en V. 
Un operador unitario (ortogonal) p: V — V definido en un espacio vectorial con 
producto escalar V sobre K = Œ (K = R) es un isomorfismo de espacios vectoriales 
con producto escalar p: V — V. Entonces p es unitario (ortogonal) si K = © (K = 
R) y p* = pt. La matriz asociada a un operador unitario p es A (llamada matriz 
unitaria) si, y sólo si, A* = AT}. La matriz asociada a un operador ortogonal p es 
A (llamada matriz ortogonal, si, y sólo si, tA = A7!. Si A es una matriz ortogonal, 


|A| = =1. El conjunto de matrices ortogonales de n x n posee una estructura de 
grupo, llamado grupo ortogonal y es denotado con O(n). El conjunto de matrices 
ortogonales que poseen determinante 1 es denotado con SO(n) y llamado grupo 
ortogonal especial. Finalmente, decimos que un operador p: V — V es normal 
si conmuta con su adjunto, es decir, si pp* = p*p. Análogamente, una matriz 
compleja A es normal si conmuta con su conjugada traspuesta, i.e. A4* = A*A. 
Así, los operadores ortogonales y unitarios son normales. 


Un operador p € Homx(V, V) es autoadjunto si d(p) = pt = p. Si K = R 
le llamaremos también simétrico y si K = Œ le llamaremos hermitiano. Los 
operadores autoadjuntos son importantes por lo siguiente: si p es simétrico, su 
polinomio característico se factoriza en factores lineales, los vectores característicos 
son ortogonales y posee una matriz asociada diagonal. En términos de matrices, 
si A es una matriz simétrica real entonces existe una ortogonal N tal que B = 
N=LAN =*NAN es diagonal. En forma similar, si p € Homx(V, V) es normal 
entonces posee una matriz asociada diagonal. En términos de matrices, si A es 
normal entonces existe una matriz unitaria N tal que B = NTAN = N*AN es 
diagonal. 

El siguiente resultado establece una descomposición de p llamada espectral de 
p: sea p un operador normal, entonces existen proyecciones ortogonales py,, de V 
en Va, tales que p = J-i AiPva, DO Pvy, =1 y Pvn, 9Dv, =0sii# j. 

Generalizando el concepto de función bilineal, diremos que una función 
FVW XxX V2 X- X Vm — W entre espacios vectoriales sobre un campo K es 
multilineal si para cada i = 1,...,m se tiene que 


Flu)... 06 +U., Um) = F(01,...,05,..-,Um) + F(UL,...,U,) -.., Um) 


y Flur,...,A0,-.., Um) = AS (Viya Vises Um) 


donde A € K y v;, v; € Vi. Es decir, f es lineal en v; si las demás variables se 


mantienen fijas. 
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Sea f: Vı xX- X Vm —> T una función multilineal y h:T —> W una función 
lineal entre espacios vectoriales. Entonces ho f es una función multilineal. Nos 
preguntamos, ¿cuándo es posible tener T y W de tal manera que toda función mul- 
tilineal se obtenga de esta forma? En otras palabras, ¿cuándo podemos encontrar 
T y f de tal manera que dada cualquier función multilineal g: Vi x --- x Vm — W 
exista una y solamente una función lineal h: T — W tal que ho f = g? La pregunta 
anterior suele conocerse con el nombre de problema universal para funciones mul- 
tilineales. Definimos el producto tensorial de los espacios {V;};%; como la pareja 
(T, f) que resuelve dicho problema universal y denotamos T con V1 8 V28- -8 Vin, 
o con 92 ¡V;. La condición g = ho f puede visualizarse en el siguiente diagrama 


conmutativo 
Vx e T 
N Ja 
W 


Es relativamente fácil comprobar la unicidad y existencia del producto tensorial 
que además posee las siguientes propiedades: 

O VORK=V=K0xV 

Gi) (U 8x V) 8K W“U8Sx(VeW)=U8x Vox W 

Gii) U 8x V SV 8g U. 


Existen isomorfismos que relacionan el producto tensorial con el conjunto de 
homomorfismos (véase [LL1]). 


Sea {V;};2; una familia de espacios vectoriales de dimensión finita sobre un 
campo K. Diremos que la sucesión 


f2 fs a fm-2 fm-1 


Vai E Va À 


Vs 


es exacta en V; siim fi—-ı1 = ker fi y diremos que es exacta si es exacta en cada 
V; para i = 1,..., m. 


Sucede que si se tiene una sucesión exacta como la anterior, entonces 
dim V, — dim Va + dim Vz — +++ + (—1)™®-!dim Vm = 0 y si 0 — V — 
Va — Vz — 0 es una sucesión exacta (llamada sucesión exacta corta) entonces 
V S Vi 0 V3. 


Consideremos una función multilineal f: x¥_; V; — W. Diremos que f es al- 
ternante si f(v1,..., Uk) = 0 siempre que v; = v; para algunas i Æ j. 
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Sea V; = V un espacio vectorial de dimensión finita sobre un campo K. La 
potencia exterior de grado k de V es la pareja (A* V, f) donde A* V es un espacio 
vectorial sobre K y f: x$; V; — AS V es una función multilineal alternante tal que 
para todo espacio vectorial W sobre K y para toda función multilineal alternante 
g: xE V; — W, existe una función lineal única h: A" V — W tal que g= hof, 
es decir, tal que el siguiente diagrama conmuta 


xa Y 5 AV 
N Ja 
W 
Si [u¡P_, son vectores de V, denotaremos a f(v1,..., Uk) con v1 A +++ A Uf. 
También denotaremos A? V como V AV. Es fácil comprobar que u Av = —v ^u. 


Si definimos A” V como el cociente QE V;/U donde U es el subespacio de Q% V; 
generado por todos los elementos de la forma v1 8 - -Q con v; = vj para algunas 
i Æ j es claro que la existencia y unicidad de AS V están garantizadas. La dimensión 


de A” V resulta ser E 


Sea A: Y — V un endomorfismo (sinónimo de operador lineal) de V. Su- 
pongamos que dim V = n. Definamos la función g = ga: x?_¡V, — AV 
donde V; = V dada por galv],...,Un) = Alu) A++- A Al(v,). Como g es mul- 


tilineal alternante, existe una función lineal única h = ha: ATV — A” V tal que 


halv A Aun) = Afv) A--+ A Alun). Como dim A" V = oes l, ha es 
n 


simplemente la multiplicación por un escalar denotado |A| o det(A), i.e. 


halo At Aun) = Alv A Au). 


El determinante de A: V — V se define como el escalar |A|. Es fácil com- 
probar que si {v;};—; es una base de V y si escribimos A(v;) = Da QijUj para 
i = 1,...,n donde (a;j) es la matriz de A con respecto a la base {v1,... Un}, el 
determinante de A es igual a ) 7, sigod1o(1)`**Ono(n) donde o es una permutación 
del conjunto {1,2,...,n} Así, definimos el determinante de una matriz (aij) 
como el determinante del endomorfismo A: V — V dado por A(v;) = nn QijVj 
para i = 1,...,n y lo denotamos con |a;¿] o det(a;;). 


Podemos definir una multiplicación llamada producto exterior y denotarla por 
conveniencia con A: AP V x Af V — N V mediante la regla 


Nur A Aug), (01 A: A0g)) =41 A+: AULA OLA AQ. 
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Este producto exterior es asociativo, distributivo y anticonmutativo. Para comple- 
tar los índices se define A? V = K y AV = V. Entonces tenemos un álgebra 
graduada 

NV =(K,V,N V, N? Vaso) 


llamada algebra exterior o de Grassman de V. 


También, si T(V) = 9V = V 8x --: Ox V, llamado espacio tensorial de 
grado k de V definimos una multiplicación 


=TFV x T°V —T* mediante 
((u 9-9 Uk), (V18 D v)) — U 8D QUk QUR DU 


Así tenemos un álgebra graduada (donde T%V = K y T!V = V) 
TV =(K,V,T*V, TV, T*V,... 


llamada álgebra tensorial de V. 


Sea V* el espacio dual de V. Consideremos el espacio tensorial T*V de grado k de 
V. Consideremos también T*V* y denotemos con T*(V) el producto 
(QV) e (9'V*). Es decir, T*V 8 T(V*) = TF(V). Con esta notación se tiene 
que THV)= T¥(V) =8'"V, TV) = &!'V* y T(V)= K. Llamaremos a TV 
espacio tensorial de tipo (k, £) y cada uno de sus elementos lo llamaremos tensor 
de tipo (k, £). Un tensor de tipo (k, 0) se llamará tensor contravariante de grado 
k y uno de tipo (0,£) tensor covariante de grado £. Un tensor de tipo (0,0) es 
simplemente un escalar. Un elemento de TV = V se llama vector contravarian- 
te y uno de TPV = V* se llama vector covariante. Si k #0 y £ £ 0, un tensor 
mixto es un tensor de tipo (k, £). 


Sea {v:};—; una base de V y {f}? la base de V*, (con índices superiores). Es 
fácil ver que los tensores 


v,8-::80,89/%8---9 f% 


con ide = Li u = 1,...,k y n = 1,...,l forman una base de T¥(V). 
Entonces cualquier tensor del tipo (k, £) puede escribirse en forma única como 
¿=) 5%, 9-90, 897% 8-8 JE. 
Los índices i, se llaman índices contravariantes, los jy índices covariantes 


y Es se llaman componentes de t con respecto a la base {v;}. 
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La K-Teoría Algebraica Clásica es parte del Algebra Lineal General. Intuiti- 
vamente, la K-Teoría Algebraica Clásica es una generalización del teorema que 
establece la existencia y unicidad de las bases para espacios vectoriales y también 
de la Teoría de Grupos del grupo lineal general sobre un campo K. 


Definiremos un grupo denotado Ky(X) asociado a un monoide conmutativo X 
mediante la siguiente propiedad universal: sea g9: X —> G un homomorfismo de 
monoides del monoide X en el grupo conmutativo G. Definimos el grupo Ko(X) 
como el único grupo que cumple que, si f: X — Ko(X) es un homomorfismo de 
monoides entonces existe un homomorfismo de grupos único h: Ko(X) — G tal 
que g=ho f 

X b K(X) 


N |h 
G 


Ko(X) se llama grupo de Grothendieck del monoide X. 


Sea K un campo y consideremos los espacios vectoriales de dimensión finita sobre 
K. Denotemos con (V} la clase de isomorfismo del espacio vectorial de dimensión 
finita V. Es inmediato verificar que el conjunto X = {(V}} de clases de isomorfismo 
es un monoide conmutativo cuya operación binaria está dada por 


(1) + (W) = (V8 W). 


Sea g: X — Z dado por g((V)) = dim V un homomorfismo de monoides. Sea 
F el grupo abeliano libre con base el conjunto de clases de isomorfismo de los 
espacios vectoriales. Sea R el subgrupo de F generado por las expresiones de la 
forma (V 8 W) — (V) — (W) donde 0 V V&W W 0 recorre todas 
las posibles sucesiones cortas para los espacios vectoriales. Sea Ky(K) = F/R el 


grupo cociente y denotemos con |V] la proyección o imagen de [V] en el cociente. 
Entonces, siempre que se tenga una sucesión exacta corta de espacios vectoriales 


0 V Vow W 0 


tendremos una expresión de la forma [V O W] = [V] + [W] en Ko(K), es decir, 
Ko(K) está generado por {[V] | V es un espacio vectorial} sujeta a las relaciones 
de la forma 

[V] + [W] = [V e W]. 


El homomorfismo g: X — Z da lugar a un homomorfismo h: Ko(K) — Z 
dado por h([V]) = dim V el cual es biyectivo. Es decir, para los espacios vectoriales 
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sobre un campo K, los cuales podemos representar por el símbolo EV zx; se tiene 
que K.(EV g) = Ko(K) S Z. 


¿Qué sucede para otras estructuras cuando consideramos anillos que no nece- 
sariamente son campos? Si consideramos los “Z-módulos proyectivos finitamente 
generados Ab, es decir, los grupos abelianos libres de rango finito se sabe que 
Ky(Z) = Z. Sin embargo, si consideramos los Z-módulos finitos Abf se sabe que 
Ko(Abf) = Q7. Pero si consideramos los Z-módulos finitamente generados Abfg 
se tiene que Ko(Abfg) S Z. 


Como antes, sea K un campo y denotemos con K” el producto K x -x K 
n veces. El producto tensorial de dos espacios vectoriales sobre K es un espacio 
vectorial sobre K. Como K” & K™ = K”™ los espacios vectoriales son cerrados 
bajo el producto tensorial. Entonces podemos dar a Ko(K) una estructura de anillo 
mediante 


[V]: [W] = [V 8x W]. 


Consideremos el conjunto de las transformaciones lineales invertibles a través 
de uno asociado de matrices. Sea V un espacio vectorial de dimensión n sobre un 
campo K. Denotemos con GŒL(V) (o con Autg(V)) el conjunto de todas las fun- 
ciones lineales de V en V que sean biyectivas (invertibles). Podemos proporcionarle 
a este conjunto una estructura de grupo definiendo una operación binaria 


o: GL(V) x GL(V) — GL(V) 


mediante la composición 
(fo gw) = Halo). 
Claramente GL(V) es un grupo bajo o. 

Ahora definamos otro conjunto. Denotemos con GL,(K) el conjunto de las 
matrices de n x n con elementos en el campo K que poseen inverso, es decir, el 
conjunto de todas las matrices invertibles o no singulares de n x n con elementos 
en K. Podemos definir en GL,,(K) una operación binaria 

“GEL, (K) x GL, (K) — GL, (K) 
(4,B)— A-B 
donde - denota la multiplicación de matrices. Es fácil comprobar que 


(GL, (K),-) es un grupo cuyo elemento de identidad es la matriz diagonal In. 
Llamaremos a GL,,(K) el grupo lineal general de grado n sobre K. 


Existe una estrecha relación entre los grupos GL(V) y GLa(K), a saber, si 
escogemos una base fija de V, cada función lineal biyectiva de V en V posee una 
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matriz asociada de n x n con elementos en K la cual es no singular o invertible. 
Esta correspondencia establece un isomorfismo entre los grupos GL(V) y GL,,(K) 
debido a que cuando se componen dos funciones lineales, ésta composición está 
representada por la multiplicación de sus matrices asociadas. 


Consideremos un tipo especial de matrices de GL,, (K), que llamaremos elemen- 
tales y que son aquellas que difieren de la matriz identidad /,, sólo en un elemento 
A € K fuera de la diagonal. Dichas matrices las denotaremos con el símbolo e). 


Definimos el símbolo [4, B] como el producto de las matrices ABA7*B”! y lo 
llamaremos conmutador de A y B donde A, B € GL (K). 


Se tiene la siguiente fórmula para el conmutador de matrices elementales: 
1 sij#k, i#l 
à a ý 
[ezo ek, =X €. sij=k,i#Żl 
ep7” sij#k, i=l. 


Denotemos con En(K) el subgrupo de GL,,(K) generado por todas las matrices 


A 


elementales ef}, AE K, 1 < i # j <n, llamado grupo elemental lineal de K. 


Si cada matriz A € GL (K) la identificamos con la matriz 


G 0 E GLam(K) 


obtendremos inclusiones GL¡(K) € GL2(K) C GL;(K) C .... Sea GL(K) = 
UN, GL, (K), la unión de los grupos GL,,(K) la cual llamaremos grupo lineal 
general infinito de K. Podemos concebir a GL(K) como el grupo que consta 
de todas las matrices invertibles infinitas A = (aij) con aj; € K, 1 < i< œ, 
1 < j < œ y aij = fij, la delta de Kronecker para toda i,j excepto un número 
finito de i, j. Entonces GL,(K) C GL(K) y lo vemos como el subgrupo de todas 
las (a;j) € GL(K) con aij = ĝi; para toda i,j > n. La inclusión de GL,(K) 
en GL,+1(K) se restringe a la inclusión de E, (K) en Eny1(K) y, en GL(K), el 
subgrupo 
E(K) = UE, E(K) 


se llama grupo elemental infinito de K. Se puede probar un resultado de White- 
head: 
[GL(K), GL(K)] = E(K). 


Definimos el grupo cociente GL(K)/E(K) como el K-grupo algebraico de índice 
uno del campo K denotado con Kı(K). Luego 


K,(K) = GL(K)/[GL(K), GL(K)]. 
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Obsérvese que si f: K — K' es un homomorfismo de campos se tiene un homo- 
morfismo de grupos inducido por f 


fe GL(K) — GL(K”) 


que envía a E(K) en E(K”), siendo así que f induce un homomorfismo de grupos 
KSK (K) — K (K). 

Como K es conmutativo podemos considerar el determinante de una matriz como 
un homomorfismo de grupos det: GL(K) — K* donde K* denota las unidades 
de K. 


Definamos SL(K) = ker(det), o sea, todas las matrices de GL(K) con determi- 
nante uno, y lo llamaremos grupo especial lineal o infinito de K. det induce un 
homomorfismo, que por abuso de notación, también lo denotaremos con 


det: K¡(K) =GL(K)/E(K) — K* 


el cual posee un inverso K* = GL¡(K) — GL(K) — GL(K)/E(K) = K,¡(K). 

Si definimos SK¡(K) = SL(K)/E(K) = ker(det: K¡(K) — K*) resulta que 
Kı(K) S SK¡(K) 6 K*. Como K* puede considerarse conocido, el cálculo de 
Kı(K) se limita al de SK,(K). Obsérvese que SKı(K) es trivial si, y sólo si, para 
cualquier matriz A € SL, (K) podemos transformar la matriz 


(62) 


para k adecuada, en la identidad /,, +; mediante operaciones elementales por renglón 
o columna. Si SK,(K) es trivial, entonces K,(K) = K*. Este resulta ser el caso 


para el campo K y en general para cualquier dominio euclidiano. Así Kı (K[z]) S 
K* y Kı(Z)) S {-1, +1}. 


Podemos generalizar todo lo anterior poniendo un anillo conmutativo A en lugar 
de un campo K. Véanse [LL1] y [LL2] para una lectura posterior. 


Capítulo I 
CONCEPTOS FUNDAMENTALES 


I.1 ESPACIOS VECTORIALES Y 


FUNCIONES LINEALES 


Sea K un campo. 


1.1 DEFINICION. Un espacio vectorial sobre un campo K es un conjunto 


no vacío V con una operación binaria 


HVxV—=V 
(u,v) — u+u 


y una función 
wK xV — V 


(a,v) — ula, v) = av 
que cumplen los siguientes axiomas: 
(1) u+v=v+u 
(ii 


(Gii 


(u+o)+w=u+(0+0w) 
Existe O € V tal que v + O = v 


) 
) 
) 
) 


(iv) Para cada v € V existe un elemento, denotado con —o, 


v+(-0)=0 


tal que 
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(v) a(u + v) = au + av 
(vi) (a + bv = av + Bu 
(vii) (8u = oa(u) 
Para 1 € K, 1v=v; (a,ß,1€ K; u,v,weV). 


) 
(viii) 

Los elementos u,v, w,... del espacio vectorial sobre K se llaman vectores. Los 
elementos del campo K se llaman escalares y la función y se llama multiplicación 
escalar. 


Los primeros cuatro axiomas hacen de V, junto con la operación binaria +, un 
grupo conmutativo, por lo que no se requiere utilizar paréntesis al sumar vectores 
y el orden de los sumandos carece de importancia. También, el vector O es único y 
el inverso —v de v es único (problema 1.1). La resta u— v se define como u + (—v); 
uv EV. 


Los siguientes cuatro axiomas ((v) a (viii)) se refieren a la “acción” del campo 
K en V. Veamos algunas propiedades que se pueden deducir de ellas. 
1.2 PROPOSICION. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. 
Entonces 
G) 0v=0;0€K,0O€V. 
Gi) (~a)v = a(—v) = -av; ac K,veV. 


Demostración. (i) Sabemos que 0 + 0 = 0 en K. Luego, utilizando el axioma 
(vi) de 1.1 tenemos que 
0v + 0v = (0 + 0)v = 0v. 


Sumando —0v a ambos lados obtenemos que 0v = O. 
(ii) Como a + (—a) =0,0 € K tenemos que 
O = Wv = (a + (—a))u = av + (—a)jo. 
Sumando —av a ambos lados se tiene que —av = (—a)v. Tomando v+(—v) = 
O (axioma (iv)), obtenemos (problema 1.2(i)) 
O = a0 = a(v + (—v)) = av + a(—u). 


Sumando —av a ambos lados obtenemos —av = a(—v). Luego, (—a)v = 
a(—v) = —qav.m 


Obsérvese que, en la demostración precedente, cuando tomamos a + (—a), el 
signo + se refiere a la suma del campo K y cuando consideramos v + (—v), el signo 
+ se refiere a la suma del espacio vectorial V. 
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A continuación veamos varios ejemplos de espacios vectoriales: 
1.3 EJEMPLO. Sea K un campo. Definamos en K” la suma 


+: K” x K” — K” 
((01,...,0n), (b1;---,8n)) — [(01,...,0n) + (B1,..., Bn) mediante 
(0:1,0%2,...,Qp) + (61,B2,..., Bn) = (01 +861,02+683,...,Qn + Bn); O, Bi E K. 


Definamos una multiplicación escalar 


u: K x K” — K” 
(a,(041,...,0Qn)) — a(a1,..., Qn) 


mediante alai, ...;, Qn) = (a1... Qan); 0,0 E K. 


Es fácil comprobar que K” junto con las operaciones de suma y multiplicación 
escalar es un espacio vectorial sobre K. Observe que este ejemplo establece que, en 
particular, el campo de los números reales R = Rt, así como R”, (n un entero 
mayor o igual que 1), son espacios vectoriales sobre R. También Œ” es un espacio 
vectorial sobre Œ y sobre R. Sin embargo, IR” no es un espacio vectorial sobre Œ. 


1.4 EJEMPLO. Sea K un campo. Sea V = MmxnK, el conjunto de matrices 
de m x n con elementos en K, con la suma y multiplicación por un escalar usuales. 
Entonces V es un espacio vectorial sobre K. 


1.5 EJEMPLO. Sea V el conjunto de funciones de un conjunto no vacío S en 
un campo K, i.e., V = K5. Si definimos la suma de dos funciones f, yg € K* como 
(f+ g)(s) = f(s) + g(s) y la multiplicación escalar mediante (a. f)(s) = af(s), 
s € S, es inmediato comprobar que V es un espacio vectorial sobre K. 


1.6 EJEMPLO. Sea V = Klx] el conjunto de todos los polinomios 


Qao + 01% + aut? +--- + ang” con coeficientes en un campo K. Entonces, V 


es un espacio vectorial sobre K si definimos la suma y la multiplicación por un 
escalar de la manera usual. 


Veamos como relacionar dos espacios vectoriales sobre un campo K mediante 
una función que preserve la estructura de espacio vectorial. 
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1.7 DEFINICION. Sean U y V espacios vectoriales sobre un campo K. Una 
función f: U — V se llama lineal o también homomorfismo de espacios vecto- 
riales si 


G) fu+v) = fu) + fœ) y 
(11) f(av) =af(v); uveU;aeK. 


Obsérvese que el + de u +v se refiere a la suma de U y que el + de 
f(u) + f(v) se refiere a la suma de V. Lo mismo que av denota la multiplicación 
escalar de U y af(v) la de V. 

Si en (ii) tomamos a+ = 0 € K, tenemos que f(0v) = f(O) = 0f(v) = O, luego 
f(O) = O, i.e., todo homomorfismo de espacios vectoriales (o función lineal) envía 


el vector cero del dominio en el vector cero del codominio. 
Es obvio que las condiciones (i) y (ii) de la definición 1.7 son equivalentes a la 
siguiente: 
flau + bv) =af(u) +Pf(v); a,b EK; u,v EU. 
También se suele llamar a una función lineal f, aplicación linealo transfor- 


mación lineal. Utilizaremos cualquiera de estas denominaciones. 
Nota. Por abuso de notación se acostumbra escribir 0 en lugar de O. 
1.8 EJEMPLO. Sea U = R° y V = R con la suma y multiplicación escalar 


usuales. Definamos f: U —> V mediante la regla f(x,y,z) = 3x—2y+2z. Veamos 
que f es lineal. Como 


F(z1, Y1, 21) + (22, Y2, 22)) = f(£1 + 22, Y1 + Ya, 21 + 22) 
= 3(21 + 22) — (yı + Y2) + 2(21 + 22) 
y Fur, ya, 21) + f (£2, Y2, 22) = (321, —2y1 + 221) + (322 — 2y2 + 222), 


claramente se cumple la condición (i) de 1.7. También, f(a(x, y, z)) = f(ax, ay, az) 
= 3ax — 2ay + 202 = a(3x — 2y + 22) = af(x, y, 2), por lo que se cumple (ii) de 
1.7. 


1.9 EJEMPLO. Sea U = V = R°. Definamos f:U — V mediante f(x, y) = 
(1+2,y +3). Como f(0,0) = (2,3) 4 (0,0), f no es lineal pues todo homomor- 
fismo de espacios vectoriales envía el vector cero del dominio en el vector cero del 
codominio. 


1.10 PROPOSICION. La composición de dos homomorfismos de espa- 
cios vectoriales sobre un campo K es un homomorfismo de espacios vecto- 
riales sobre K. 
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Demostración. Sean f:U — V y g: V — W funciones lineales. Luego 
(go fu +v) = g(f(u + v)) 
= g(f(u) + f(v)) 
= g(f(u)) + g(f(v)) 
= (go fu) + (90 f)(v) 


Además, (g o f)(au) = g(flau)) = glaf(u)) = ag(f(u)) = algo fu). Por lo 
tanto (go f) es una función lineal.m 


1.11 DEFINICION. Sea f:U —> V un homomorfismo (o función lineal o 
aplicación lineal) de espacios vectoriales sobre un campo K. Diremos que f es un 
isomorfismo, y escribiremos f: U <= V, si existe un homomorfismo g: V — U 
tal que go f= 1y y fog= ly. 

Es fácil comprobar (problema 1.9) que, si g existe, está determinada en forma 
única; la denotaremos con f7! y se llama inverso de f. Así, f:.U — V es 
isomorfismo si, y sólo si, es biyectiva. Diremos que dos espacios U y V sobre un 
campo K son isomorfos si existe un isomorfismo f: U Y y escribiremos U S V. 


PROBLEMAS 


1.1 Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Pruebe que el vector O € V 
es único y que el inverso de v € V es también único. 


1.2 Pruebe que 

Gi) 0O0=0;04€K,0€V. 

(ii) Si av = O entonces, a = 00 v=0; aE K,veV. 
(111) (—1)v = —v; veV. 


1.3 Proporcione con todo detalle el hecho de que V es un espacio vectorial en los 
ejemplos 1.3, 1.4, 1.5 y 1.6. 


1.4 Sea U = V = K”. Pruebe que f:U — V dada por f(ui,..., Un) = 
(u1,us,...,Un—1, 0) es lineal. 


1.5 Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Pruebe que la función 
ly: Y — V y la función Oy: Y — V dadas por 1y(v) = v y Oy(v) = O 
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Vu € V, son lineales. 1y se llama homomorfismo identidad de V y Oy se llama 
homomorfismo trivial. 


1.6 Compruebe cuales aplicaciones son lineales y cuales no lo son: 


(1) f: K” — K™, f(v) = Av donde A es una matriz de m x n con elementos en 
el campo K. 
(ii) f: K? — K?, f(x,y) = (4y,0) 
(ii) f: K? — K’, f(x,y, 2) = (-2,%,4) 
(iv) f: K? — K?, f(x, y) = (x°, 2y) 
(v) f: KË — K4, f( 
(vi) f: K? — K°, f( 


u,v, £, Y, Z) = (2uy,3xz, 0, 4u) 
1,y,2) = (x +2, y +2,2 +2) 


1.7 Establezca que, (i) si V = R[z] es el espacio vectorial de los polinomios en zx 
sobre R, entonces la diferencial D: Y — V dada por D(f) = df /dx y la integral 
I.V — R dada por 1(f) = de f(x)dx son lineales. 


(ii) la traza tr: Mn(K) — K de una matriz cuadrada (la suma de los elementos 
de su diagonal) es una función lineal y que el determinante det: Mn(K) — K no 
es una función lineal. 


1.8 Sea K un campo. Denotemos con Homk(U, V) el conjunto de homomorfismos 
o funciones lineales del espacio vectorial U sobre K en el espacio vectorial V sobre 
K. Defina f+g:U — V mediante (f + g)(u) = f(u) + g(u), u € U y af: U — V 
mediante (af)(u) = a(f(u)), a € K,u € U. Pruebe que Homx(U, V) es un espacio 
vectorial sobre K con las operaciones definidas. A menudo, también se utilizan las 
notaciones L(U, V) y A(U, V) en lugar de Homk(U, V). 


1.9 Pruebe que si f: U — V es como en 1.11, g está determinada en forma única 
y que f es isomorfismo si, y sólo si es biyectiva. 


1.10 Sea f:U — V una aplicación lineal biyectiva de espacios vectoriales sobre 
un campo K. Pruebe que la función inversa f7*: Y — U es también lineal. 


1.11 Sea K un campo y V un espacio vectorial sobre K. Considere K como un 
espacio vectorial sobre sí mismo. Pruebe que dado un vector v € V, existe una 
función lineal única h: K — V tal que h(1) = v. (Esta función está dada por 
h(a) = av.) 
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1.2 SUBESPACIOS VECTORIALES 


Siempre que consideramos un objeto matemático nos preguntamos por sus subob- 
jetos. Es natural definir un subespacio vectorial de un espacio vectorial sobre un 
campo K como un subconjunto que es a su vez un espacio vectorial sobre K bajo 
las mismas operaciones. Sin embargo para nuestra conveniencia lo definiremos de 
otra forma equivalente (problema 2.1). 


2.1 DEFINICION. Un subconjunto U de un espacio vectorial V sobre un 
campo K se llama subespacio vectorial de V si 


(i) el vector O de V pertenece a U, 
(Gii) si v,w € U entonces v+weU y 


(ii) si a € K y v € U entonces av € U. 


2.2 EJEMPLO. El conjunto U de vectores de la forma (u;,...,uy-—1,0) con u; 
en el campo K forman un subespacio del espacio vectorial K” sobre K. 


2.3 EJEMPLO. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Los conjuntos 
V y {0} son subespacios de V, llamado este último subespacio trivial y, por abuso 
de notación, se acostumbra escribirlo simplemente como 0. 


2.4 EJEMPLO. Sea V = M, K el espacio vectorial de las matrices de n x n 
o cuadradas. Sea U el subconjunto de M,K que consiste de las matrices que 
cumplan que aij = aji, llamadas simétricas. Entonces U es un subespacio de 
M, K. 


2.5 DEFINICION. Sea f: U — V un homomorfismo (función lineal) de espa- 
cios vectoriales sobre un campo K. El núcleo de f, denotado ker f, es el conjunto 
de todos los elementos u € U tales que f(u) = 0. La imagen de f, denotada im f, 
es el conjunto de f(u) con u € U. 
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2.6 PROPOSICION. Sea f:U — V un homomorfismo (función lineal) 
de espacios vectoriales sobre un campo K. Entonces, si U' es un subespacio 
de U, f(U') es un subespacio de V y, si V' es un subespacio de V, f7+(V”) 
es un subespacio de U. 


Demostración. Veamos que f(U') = [f(u)lu € U'} es un subespacio de V. 
Sean v,w € f(U”), luego, existen u, uw' € U’ tales que f(u) = v, f(u’) = w. Como 
U” es subespacio de U, u + u’ € U’ y qu € U’. Como f es lineal, 

F(0) =0 € f(U”), 
v+ w= f(u) + f(u) = flu+u) € FU), 
av = af (u) = f(au) € F(U’). 


Por lo tanto, f(U”) es un subespacio de V. 


Veamos que f7+(V”) = {u € U|f(u) € V'} es un subespacio de U. Sean u, u’ € 
F(V”), entonces f(u) y f(u’) están en V’. Como V’ es un subespacio de V y f 
es lineal, 


fO)=0€V' 

flu+ u) = f(u) + fu) € V 

fFlau)=af(u) eV”, acK. 
Luego, f7+(V”) es un subespacio de U.s 


2.7 COROLARIO. Sea f:U — V lineal. Entonces im f es un subespacio 
de V y ker f es un subespacio de U. 


Demostración. Inmediata de 2.6 tomando U’ = U y V’ =0.1 


2.8 PROPOSICION. Sea [Vihier una familia de subespacios de un es- 
pacio vectorial V sobre un campo K indizada por un conjunto I. Entonces 
MierV, es un subespacio de V. 

Demostración. Sea a € K; u,v € Mier Vi. Como Mier V; C V; para cualquier 
i € I, tenemos que u,v € Vi. Como V; es subespacio de V, O € Vi, u+v E€ Vi y 
au € V; para toda i € I. Por lo tanto O € Mier V;, u +v E MierV; y qu € MierV;.n 


2.9 DEFINICION. Sean U y V subespacios vectoriales de un espacio vectorial 
W sobre un campo K. La suma de U y V, denotada U + V, es el conjunto de 
todas las sumas u + v donde u € U, v € V. 
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Es inmediato comprobar que U + V es un subespacio de W, (problema 2.5). 


2.10 DEFINICION. Sean U y V subespacios del espacio vectorial W sobre un 
campo K. Diremos que W es la suma directa interna de U y V si cada elemento 
w € W puede escribirse de una y solamente una manera como w = u +v; u EU, 
v € V. En tal caso escribiremos W = U 9 V. 


2.11 EJEMPLO. Sea W = Rf, U = ([(x,y,2,0) € R*x,y,2,0 € R) y 
V = {(0,0,z,t) € R*|z,t,0 € R}. Entonces R = U +V pues cualquier vector en 
R* es suma de vectores de U y de vectores de V. IR* no es suma directa de U y 
V pues no son únicas las expresiones para w € W. Por ejemplo, el vector (4,2,3,5) 
se puede escribir de varias maneras, como (4,2,1,0) + (0,0,2,5), o como (4,2,2,0) + 
(0,0,1,5). Sin embargo si tomamos W = R*, U = í(x,y,0,0) € R*x,y,0 € R} 
y V = {(0,0,z,t) € R*|z,1,0 € R} es claro que cualquier vector (x,y,z, t) puede 
escribirse como suma de un vector en U y otro en V en una, y solamente una forma: 


(ses Y, Z, t) = (x, Y, 0, 0) + (0, 0, Z, t). 


Entonces Rf =U 6 V. 


Podemos definir la suma directa externa de espacios vectoriales {V;},i = 
1,...,n, sobre un campo K y la denotamos con ®}_; V; como sigue: los elementos 
de 7- V; son listas de la forma (v1, ..., Un); dos elementos de $V; son iguales, si 
son iguales coordenada a coordenada; su suma y multiplicación escalar están dadas 
mediante 


(U1, ---, Un) + (0,...,0,)= (V1 + v1,- -Un +U) y 


Q(01,...,0n) =(00],...,00p), QEK. 


Es inmediato comprobar que $}; V; con las operaciones de suma y multiplicación 
escalar es un espacio vectorial sobre un campo K, y que, si V es la suma directa 
interna de V,..., Vn, entonces V es isomorfo a la suma directa externa de V¡,...., Vn 
(véase el problema 2.10). En vista de esto hablaremos de la suma directa. 


2.12 TEOREMA. W =UV si, y sólo si, W=U+V yUnvV = (0). 


Demostración. Supongamos que W = U 9 V, esto es, w € W se escribe de 
manera única como w = u +v; u E U, v € V. Luego W = U + V. Supongamos 
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que we UNV. Entonces podemos escribir w como w = w+0 cnw EU, 0EV y 
también w = 0 + w con 0 € U, w € V. Como cada expresión para w es única por 
hipótesis, w = 0. Luego U N V = {0}. 


Ahora, supongamos que W = U + V con U AV = {0}. Sea w € W. Como 
w = u + v, lo único que debemos probar es que dicha expresión para w es única. 
Supongamos que existe otra expresión para w de la forma w = u’ +v’. Entonces 
u +v =u +v. Luego u— u’ =v' —v. Perou—u € U y v—ve€ V y como 
UNV = {0}, u—u =0 yv — v= 0. Luego u = u’ yv =v. Por lo tanto, w se 
expresa en forma única y W = U Ọ Vo 


2.13 COROLARIO. Sean f:U — V y g: V — W funciones lineales 
entre espacios vectoriales sobre un campo K tales que go f es isomorfismo. 
Entonces V S im f O ker g. 


Demostración. Veamos que im f + ker g = V. Sea v € V y g(v) € W. Como 
gf:U — W es un isomorfismo, existe u € U tal que gf (u) = g(v). Sea v' = f(u) € 
im f y u” = v—v. Entonces glv”) = g(u—w) = g(o)—g(v) = gf(u)-9(f(u)) = 0. 
Luego v” € ker g y, por lo tanto, v' + v” € im f + ker g pues v era arbitraria. 


Veamos que im fNker g = {0}. Sea v € im fNker g. Entonces, como v € im f, 
existe u € U tal que f(u) = v. Como v € ker g, glv) = 0. Luego gf(u) = g(u) = 0. 
Como gf es un isomorfismo, u = 0. Luego f(u) = 0 y, por lo tanto, v = 0. Por 
2.12, VS im f O ker g.m 


A continuación estableceremos una propiedad, llamada universal, de la suma 
directa. 


2.14 TEOREMA. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, 
i: V, > V, i = 1,2 funciones lineales de espacios vectoriales e u: V; — 
Vi O Va, i = 1,2 las inclusiones naturales. Entonces existe una función 
lineal única p:V, O Va — V tal que por = pi, 1=1,2. 


Demostración. La afirmación del enunciado puede representarse en el siguiente 
diagrama: 
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Definamos p(v;, vz) = p1(v1) + pa(v2). Es fácil comprobar que y: V, O V2 — V 
es la única función lineal tal que el diagrama anterior conmuta, i.e., p © ti = Yi, 
i = 1,2.Problema 2.9m 


El teorema precedente caracteriza a la suma directa y se puede generalizar 
fácilmente a n sumandos con solamente considerar i = 1,2,...,n. El diagrama 
correspondiente es 


Y > Lv 


donde 2; denota la inclusión natural de V; en @;; V;. 


2.15 DEFINICION. Decimos que un vector v de un espacio vectorial V sobre 
un campo K es una combinación lineal de elementos de un subconjunto S de V 
si existe un número finito de elementos (v;)?_, de S tal que v = 0141 +--+ ann, 
a; € K. Las a; se llaman coeficientes. 


Para simplificar la notación, y cuando no haya posibilidad de confusión, quitare- 
mos los límites del conjunto. Por ejemplo escribiremos {vj} en lugar de (uj)5=1- 


2.16 TEOREMA. £l conjunto de todas las combinaciones lineales (S) de 
un subconjunto no vacío S del espacio vectorial V sobre un campo K es un 
subespacio de V que contiene a S y es el subespacio más pequeño de V que 
contiene a S. 


Demostración. Sea v € S, como v = lv entonces v € (S) y es inmediato 
comprobar que O € (S). Si u,v € (S) entonces u = 0141 +++ + Qanun y v = 
bivi +++: + BmUm; Qi, Bj E€ K; uivi € S. Entonces u +v = 0441 ++: + On Un + 
B101 +: + BmUm y au = AQUÍ +++: + nUn) = 00141 +:** + 007 Un. Luego 


u +v y Qu pertenece a (S). Así, (S) es un subespacio de V. 


Supongamos que U es un subespacio de V que contiene a S y supongamos que 
U1,...,Un ES CU. Entonces Q4147,...,AnUn E U con a, € K. Esto significa que 
U contiene a todas las combinaciones lineales de S, i.e., U contiene a (S).m 


2.17 DEFINICION. El subespacio más pequeño de un espacio vectorial V 
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sobre un campo K que contiene a un subconjunto S de V se llama subespacio 
generado por S. 


Por el teorema 2.16, (S) es el subespacio generado por un subconjunto S de 
V. Además, observe que como es el subespacio más pequeño de V que contiene 
a S, (S) es igual a la intersección de todos los subespacios que contienen a S. Si 
(S) = V, todo elemento de V es una combinación lineal de elementos de S. En este 
caso, diremos que V está generado por el subconjunto S de V. 


2.18 EJEMPLO. Sea S = (£(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)) un 
subconjunto de R*. Considere las combinaciones lineales de elementos de S, i.e., 
expresiones de la forma 


a(l, 0, 0,0) gr a2(0, 1, 0, 0) AF a3(0, 0, 1,0) T a4(0, 0, 0, 1). 


Es claro que cualquier vector de Ri puede escribirse como combinación lineal de 
vectores de S; luego (S) = R4. 


2.19 EJEMPLO. Sea S = {u1, u2} donde uı = (2,3,4) y ua = (1,6,7) son 
vectores en V = R°. Entonces (S) es el plano dado por la ecuación (£,y,z) = 
a1(2,3,4) +a2(1, 6,7). Es decir, cada punto (x,y,z) € (S) es tal que x = 201 +02, 
y =3a1 + az y z = da; + 709. 


PROBLEMAS 


2.1 Pruebe que el subconjunto U del espacio vectorial V es un subespacio de V si, 
y sólo si, U es un espacio vectorial sobre K con respecto a las mismas operaciones 
de V. 


2.2 Muestre con todo detalle el hecho de que U sea un subespacio de V en los 
ejemplos 2.2 y 2.4. 


2.3 Pruebe, sin utilizar la proposición 2.6, la afirmación de 2.7. 
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2.4 Pruebe que el conjunto solución (i.e., el conjunto de todas las soluciones) X 
de un sistema de m ecuaciones lineales homogéneo con n incógnitas y coeficientes 
en un campo K 


011 + o: + Anata = 0 
09171 rae Amnn = 0 
Am1T1 EA Amnn = 0 


es un subespacio del espacio vectorial K” sobre K llamado subespacio solución. 
Observe que el conjunto solución de un sistema no homogéneo de ecuaciones lineales 
con n incógnitas no es un subespacio de K”. 


2.5 Pruebe que U + V es un subespacio de W donde U,V y W son los definidos 
en 2.9. 


2.6 Geométricamente, explique qué significan en R las combinaciones lineales 
de uno, dos y tres vectores en todas sus posibles elecciones. 


2.7 Verifique si el vector v = (2,8,1) € IR es una combinación lineal de los 
vectores 


(i) v = (3,8,0), v= (2, 1,4) y v3 = (0,2,8) y 
(ii) v = (0,4,6), Va = (3,6,8) y v3 = (2,3,1). 


2.8 Demuestre que una función lineal f: U — V entre espacios vectoriales sobre 
un campo K es inyectiva si, y sólo si, ker f = {0}. 


2.9 Pruebe que y en 2.14 es lineal y única. 


2.10 (a) Compruebe que la suma directa externa O%_, V; de los espacios vectoriales 
Vi, i=1,...,n sobre K es un espacio vectorial sobre un campo K. 


(b) Establezca el isomorfismo entre la suma directa interna y externa de la familia 
1ViHza: 


2.11 Sean v1,...Un vectores de un espacio vectorial V sobre un campo K. Se dice 
que estos vectores son linealmente dependientes si existen escalares @1,..., Qn € 
K, no todos iguales a cero, tales que 


n 
0101 He + QAnUn = ) Qui = 0. 
i=1 
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También se dice que un conjunto de vectores es linealmente independiente si no 
es linealmente dependiente. 


Pruebe que un conjunto finito de vectores de V es linealmente dependiente si, y 
sólo si, algún vector del conjunto es una combinación lineal de los restantes. 
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I.3ESPACIOS VECTORIALES DE DIMENSION FINITA 


Iniciaremos esta sección estudiando, desde otro punto de vista, los conceptos de 
dependencia e independencia lineal definidos en el problema 2.11. Veremos que 
ambos puntos de vista coinciden. 


Consideremos la suma directa K” = 95_/K; con cada Kj igual a K considerado 
como espacio vectorial sobre sí mismo. Sea u: Ki — =K j la inclusión natural 
dada por 2(a) = (0,...,@,...,0), (a en el lugar i). Por el problema 1.11 y como 2; 
1,...,0) = 
ei. Observe que cada u € ®}-ıK; puede escribirse en forma única como u = 


es lineal, la inclusión queda determinada por su valor en 1, 4;(1) = (0,.. 


-3 
Q1e1 + Q2€2 + `: + One. con aj € Kj. Denotaremos con g la función 


g:{1,... n} — Oia 


i — ĉi 


dada por g(i) = e;. (g es simplemente una función.) 


3.1 PROPOSICION. Para todo espacio vectorial V sobre un campo K 
y para toda función f:{1,2,...,n} — V existe una función lineal única 
$: Kj — V tal que f = ġ0g. 


V 
ES 
ek; = (Ln 


Demostración. Sea u = 01€1 +-+: + Onen € Oj-1Kj y sean vı = FO,...,Un 
= f(n). Como la expresión de u es única podemos definir una función ġ mediante 
la fórmula b(a1€e1 +: anen) = 0101 +:**+Qp0n. Es inmediato comprobar que $ 
es lineal y que p(e,) = f (i), es decir, ogli) = f(i), o sea, pog= f.m 


3.2 DEFINICION. Diremos que el conjunto {v;}, j € (1,2,...,n), de ele- 
mentos de un espacio vectorial V sobre un campo K es 


(i) linealmente independiente si ọ es inyectiva 


(ii) un conjunto de generadores de V si ġ es suprayectiva 
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(iii) una base de V si H es biyectiva. 


En otras palabras, el conjunto {v;}, j € (1,2,...,n) es linealmente indepen- 
diente si H()7;-1 ajez) = Dj=1 ajv; = 0 implica que aj = 0 para toda j en 
{1,2,...,n}, aj € K;. 

Diremos que el conjunto {v;}, j € (1,2,...,n), de elementos de un espacio 
vectorial V sobre un campo K es linealmente dependiente si dicho conjunto no 
es linealmente independiente. Es decir, {v;} es linealmente dependiente si existen 
escalares (+, € K no todos cero tales que 


Q1U1 + 0903 +`- + Q7Un = 0. 


Esta última expresión es válida para a; = 0, Vj € (1,2,...,n) y si ésta última 
expresión es válida únicamente para œj = 0, j € [1,2,...,n) entonces el conjunto 
{v;} es linealmente independiente. En otras palabras, el conjunto {v;} es lineal- 
mente independiente si, y sólo si, toda combinación lineal no trivial de vectores del 
conjunto {vj} es diferente del vector 0. 


Decir que ġ en 3.2 es suprayectiva equivale a decir que todo elemento de V 
puede escribirse como D 0¡v;, i.e., como una combinación lineal. El que $ sea 
biyectiva quiere decir que todo elemento v € V puede escribirse de una y solamente 


una manera en la forma v = Dzi ajuj, Yj € {1,2,... n}. 
Es claro que el conjunto (ez), j € {1,...,n}, es una base de $}— K; (lamada 
canónica). Frecuentemente se identifica el conjunto ([1,2,...,n) con el conjunto 


de los e; mediante la biyección dada por j - ej. 


3.3 EJEMPLO. Los vectores del espacio vectorial Rf sobre R, vı = (2,3,1,4), 
va = (3,2,1,0) y v3 = (17,18,7,16), son linealmente dependientes puesto que 
4(2,3,1,4) + 3(3,2,1,0) — (17,18,7,16) = (0,0,0,0). 


3.4 EJEMPLO. Sean vı = (5,4,7), v2 = (0,3,1) y v3 = (0,0,2) vectores del 
espacio vectorial R° sobre R. Sea 0101 + 4242 + azvz = 0 una combinación lineal 
igual a cero. Entonces tenemos un sistema de ecuaciones lineales 


501 e Da. US 03 =0 


401 =E 309 A Daz =0 


701 + laz + 203 = 0. 
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De la primera ecuación, tenemos que q, = 0. De la segunda ecuación con &ı = 0 
tenemos que (va = 0, y de la tercera ecuación con +, = 3 = 0 tenemos que ag = 0. 
Luego 1 = @2 = @3 =0 y los vectores v1, va y v3 son linealmente independientes. 


3.5 PROPOSICION. El conjunto de vectores diferentes de cero {v;i}; 
es linealmente dependiente si, y sólo si, uno de ellos es combinación lineal 
de los vectores precedentes. 


Demostración. Supongamos que son linealmente dependientes; entonces 
0101 + +** + Oy 0, = 0 con alguna a; 4 0. Sea j el mayor entero tal que a; Æ 0. 
Entonces 0401 +- + 0407 + 00541 +++ +00, =0, i.e., 0101 +-+*+Qajuj=0. Si 
j = 1 entonces 011 = 0 con a1 Æ 0, luego vı = 0. Si j > 1, como los vectores vj 
son diferentes de cero y 


a —1 1 
Uj = =0; a i k?y O Qj QOj-1U5-1, 


vj es combinación lineal de los vectores precedentes. 


Supongamos ahora que vj = 04101 +-**+0j-_1U,-1. Entonces podemos reescribir 
esto como 


0101 += + 01031 — 07 + O0j41 + +++ +00, =0 


con aj 40. Luego, {v:};—; es linealmente dependiente.n 


3.6 OBSERVACION. Es inmediato de la definición 3.2 que si V es un espacio 
vectorial sobre un campo K con base {v1,..., Un} entonces es isomorfo a K”. 


3.7 TEOREMA. Sea X = {u;i}; un conjunto de generadores de un 
espacio vectorial V sobre un campo K. 


; . . -7 . j—1 ; 
(i) Si uj es combinación lineal de los vectores {u;}}_; entonces el conjunto 


LU)... Uj-1) Uj41,- >, Un} genera a V. 

Gi) Si Y = {v1,..., ur} es linealmente independiente entonces r < n y V 
está generado por un conjunto de la forma {v1,..., Ur, Uj,,-..,Uj,_,) 
con ui, E X. 


(iii) Cualquier base de V posee la misma cardinalidad. 


A i aa j-1 
Demostración. (i) Supongamos que uj es combinación de ([u;H_;, entonces 
E Á 
uj = Y ?_, biui. Sea w € V. Como {u;i}; genera a V, w = Y;_, Qiu, susti- 
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j-1 
tuyendo u; con »>;_, iu; tenemos que 


1 il n j—1 n 
w= > Qui + Qj > biui + > QU = > (ai + ajbiyui + > QU. 
i=1 i=1 i=j+1 i=1 i=j+1 
Por lo tanto, como w era arbitrario, {u1,..., Uj—1, Uj+1;---, Un} genera a V. 


(ii) Como {u:;}}_; genera a V, si le agregamos el vector vı, entonces 
[v1,u1,...,un) es linealmente dependiente y genera a V (véase el problema 3.3). 
Por 3.5 uno de los vectores del conjunto [v,,uz,...,u,) es una combinación lineal 
de los vectores precedentes. No puede ser vı, pues {v1} es linealmente indepen- 
diente, tiene que ser uno de los de X, digamos uj. Por (i) podemos omitir a uj 
y obtener un conjunto (01,U1,...,Uj-1) Uj+1;:--; Un} que genera. Repetimos el 
procedimiento con v2. Entonces (01, U2,U1,..., Uj—1, Uj+1)---, Un} es linealmente 
dependiente y genera a V. Por 3.5 uno de los vectores del conjunto es una com- 
binación lineal de los precedentes. Como {v1, v2} es linealmente independiente, 
ese vector debe ser una uz. Por (i) podemos omitir uz y obtener un conjunto 


[0], V2, UL, ++. y Uj—1,; Ujy1; ++) Up—1) Up +1) + ++, Un} que genera a V. Si continuamos 
el proceso obtendremos un conjunto, para r < n, [v],U2,..., Ur, Uis: Uin, } que 
genera a V. 


(iii) Sea fuz,..., Un} una base de V y [v,va,...) otra base de V. Como {u; }1 
genera a V, la base {v;} debe contener n o menos vectores, pues, si no, sería 
linealmente dependiente (por (ii) o el problema 3.4). Si la base {vj} contiene 
menos de n vectores, entonces (u;)_, es linealmente dependiente (por (ii) o por el 
problema 3.4). Luego, la base (v,) contiene n elementos.. 


Obsérvese que los espacios vectoriales K” y K™ son isomorfos si sólo si 
a P y > > 


n= m. 


3.8 DEFINICION. La dimensión de un espacio vectorial V sobre un campo 
K, denotada dim V, es el número de elementos de una base de V. 


A continuación estableceremos un resultado que relaciona la dimensión de la 
suma de subespacios, con la de cada uno de ellos. 


3.9 TEOREMA. Sean U y V subespacios de un espacio vectorial W sobre 
un campo K de dimensión finita. Entonces 


dim (U + V) = dim U + dim V — dim (U N V). 
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Demostración. Sea n = dim U, m = dim V y r = dim (U A V). Sea {u}; 
una base de U N V. Por el problema 3.5 (iii) {u;}z—; es parte de una base de 
U y también de una base de V, digamos A = (U7,...,Up,U1,...,Un-rj y B = 
[uz,..., Ur, W1,..., Win —r | respectivamente. 


Consideremos el conjunto © = {u1,..., Up, U1,- -;Un-r;W1;::-;Wm-r} y 
veamos que es una base de U + V con lo que habremos terminando. Como A 
genera a U y B genera a V, C genera a U + V. Nos resta probar que C es lin- 
ealmente independiente, pero esto lo dejamos como ejercicio al lector (problema 
3.8).m 


3.10 COROLARIO. dim (U 9 V) = dim U + dim Von 


3.11 PROPOSICION. Sea f:U — V una transformación lineal de es- 
pacios vectoriales sobre un campo K. Entonces 


dim U = dim (im f) + dim (ker f). 


Demostración. Sea n = dim U. Como ker f es un subespacio de U, 
dim (ker f) < dim U = n. Sea r = dim (ker f) < n. Veamos que dim (im f) = 
n—r. Sea {v1,..., Ur} una base de ker f. Podemos extenderla a una base de U de 
la forma [01,...,Ur,W1,...,Wn—r. Consideremos [f(w1),..., f(Wn-r)} y veamos 
que es una base de im f. 


Sea v € im f. Entonces existe u € U tal que f(u) = v. Como (01,...,Ur, 
W1,..., Wn—r y genera a U, u = 0101 +: + 007 + biwi +: + Bp—rWn—r CON Qi, 
bi € K. Como f(vi) = 0 para i = 1,...,r pues v; € ker f, tenemos que f(u) = 
v = fla +: +arur + Biwi + + Bn-rWn-r) = Bf lwi) +--+ Bnrf(Wn—r). 
Así, f(w;) genera a la imagen de f. 


Ahora veamos la independencia lineal: sea P1f(w1) + P2f(w2) + -+ 
Bn-rf(Wn-r) = 0. Entonces f(Biw1 + -** + Bn-rWn-r) = 0 y por lo tanto 
Ni biwi € ker f. Como {vi} genera a ker f, existe a; € K, i = 1,...,r 
tal que 

Biwi + P2Wwa ++- + Bn-rWn-r = 0101 + 09827 + ++ + Op Up 


i.e., 


Piw] Eosi E Bn-rWn-r — QU] = *** — ArUr = 0. 


Como (01,...,Ur,W1,...,Wn—rj es una base de U, es linealmente independiente 


40 Capítulo I Conceptos fundamentales 


y por lo tanto 8; = a; = 0. En particular 8; =0,¿=1,...,n—r. Luego, los f(w;) 
son linealmente indendientes. Por lo tanto dim (im f) = n — r.m 


PROBLEMAS 


3.1 Compruebe que 


(1) Si en la expresión al 0.05 = 0 una de las a; no es cero, entonces el conjunto 
{v;} es linealmente dependiente. 


(ii) Si en el conjunto {v;} alguna vj = 0 entonces el conjunto {v;} es linealmente 
dependiente. 


(ii) Cualquier vector diferente de cero es, por sí mismo, linealmente independiente. 


(iv) Si en {vj}, vi = vj para alguna i 4 j entonces la familia es linealmente 
dependiente. 


(v) Dos elementos de un espacio vectorial V sobre un campo K son linealmente 
dependientes si, y sólo si, uno de ellos es un múltiplo del otro. 


(vi) Un conjunto de vectores que contiene un conjunto linealmente dependiente es 
linealmente dependiente. 


(vii) Un subconjunto de un conjunto linealmente independiente es linealmente in- 
dependiente. 


3.2 Demuestre que un conjunto de elementos {v;}, j € (1,2,...,n)] de un espacio 
vectorial V sobre un campo K es linealmente dependiente si, y sólo si, uno de ellos 
es combinación lineal de los restantes. 


3.3 Sea X = {u1,..., un) un conjunto generador de un espacio vectorial V sobre 
un campo K. Pruebe que si v es cualquier vector de V, entonces (v,uz,..., Un} es 
un conjunto linealmente dependiente y genera V. 


3.4 Supongamos que {v1,..., Un} genera el espacio vectorial V sobre un campo 
K. Pruebe que n + 1 vectores o más de V son linealmente dependientes. 


3.5 Sea S un subconjunto de un espacio vectorial V. Un subconjunto de elemen- 
tos (u;);_, de S se llama subconjunto independiente máximo de S, si es un 
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subconjunto linealmente independiente de S y si v € V es cualquier elemento de S, 
entonces (u¿)7_, U {v} es linealmente dependiente. Pruebe que: 
(1) si (S) = V y {u:i}; es un subconjunto independiente máximo de S entonces 
{ui}; es una base de V. 


(ii) si HS < oo y (S) = V entonces dim V < oo y un subconjunto de S es una 
base de V. 


(ii) cualquier conjunto linealmente independiente es parte de una base de V. 


3.6 Sea U un subespacio de un espacio vectorial V sobre un campo K de dimensión 
finita. Pruebe que dim U < dim V y que si dim U = dim V entonces U S V. 


3.7 Caracterice los subespacios de dimensiones 0, 1,2 y 3 del espacio vectorial R? 
sobre R. 


3.8 Pruebe que el conjunto C del teorema 3.9 es linealmente independiente. 


3.9 Sea V el espacio vectorial de las matrices de m x n sobre un campo K. Sea 
E}, € V la matriz con 1 en el lugar ij y cero en todos los demás. Pruebe que (E;,) 
es una base de V y que dim V = mn. 


3.10 Sean U;,...,U, subespacios de un espacio vectorial V sobre un campo K. 
Pruebe que V = O_/U; si, y sólo si la unión de los elementos de las bases de cada 
U; es una base de V. 


42 Capítulo I Conceptos fundamentales 


I.4 APLICACIONES 


Considérese el sistema de ecuaciones lineales 


auti + > + Ginín = b 


Am1T1 uN UmnTn = bm 
con a;j en el campo K. Podemos reescribirlo de la siguiente manera: 
a11 ain bi 
21 E +: +2ZIn : = : (x) 
Am1 Amn bm 


4.1 PROPOSICION. Considérese el sistema de ecuaciones lineales ho- 
mogéneo 
LiAl + +2 A? = 0 
donde AŻ = (ari, ... ami) E K” yn >m. Entonces existe una solución no 


trivial del sistema. 


Demostración. Como n > m, y más de m vectores son linealmente dependien- 


tes, existen elementos del campo s1,...,Sn € K no todos cero tales que 
s1 A! +: -+s A” =0. Por lo tanto S = {81,... , Sn} es una solución no trivial del 
sistema.sm 


4.2 PROPOSICION. Si en (x), m =n y el conjunto {AŻ} es linealmente 
independiente entonces el sistema posee una solución y ésta es única. 


Demostración. Como {A} es linealmente independiente, forma una base de 
K” y en consecuencia el vector columna *(b1,...,b,) = B puede expresarse de 
manera única como combinación lineal de las AŻ, es decir, como 


aA +. +n A" =B. 


Luego, X = (z1,..., £n) es la única solución.n 


También podemos escribir el sistema original de ecuaciones lineales en la forma 


AX=B 
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donde 


0a11 +: Qin 
m1 ++ Amn 


Observe que cualquier matriz A de mx n lugares determina una aplicación lineal 
f: K” — K™ dada por v — Av donde los vectores de K” y K”” se ponen como 
vectores columna. La linealidad es inmediata pues A(vı + v2) = Avı + Ava y 
A(av) = aA(v), a € K. Por ejemplo, si A = 6 l 3) A determina f: K? — 


2 2 
K? dada por f(v) = Av. Así, si v = (3) fw) = Av = (3 r 3) (3) = 


6 
( 22 ) , 
26 

De esta forma, la solución de la ecuación AX = 0 es el núcleo de la aplicación 
lineal f = A: K” — K”. 

Recuerde que el rango de una matriz A es el número máximo de renglones 
linealmente independientes (que también es el número máximo de columnas li- 
nealmente independientes). Recuerde también que el rango de una matriz se ob- 
tiene reduciéndola mediante operaciones elementales a una matriz escalonada. Por 
definición, si f: U — V es una transformación lineal, el rango de f es la dimensión 
de la imagen y la nulidad de f es la dimensión del núcleo de f, i.e. 


rango f = dim (im f) y nul f = dim (ker f). 


4.3 PROPOSICION. La dimensión del espacio solución de un sistema 
de ecuaciones lineales homogéneo AX =0 es n—r donde n es el número de 
incógnitas y r es el rango de la matriz de coeficientes. 


Demostración. Por la proposición 3.11, 
dim (ker f) = dim K” — dim (im f) = n — rango A. 
Pero n es el número de incógnitas, luego el resultado es inmediato.m 
Observe que, si vemos a A como transformación lineal, entonces la dimensión 


de la imagen de A coincide con el rango de A pues im A corresponde a su espacio 
columna. (Veáse el problema 4.8.) 
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4.4 EJEMPLO. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales 
+ 3y-224+4s- t=0 
u+3y— z+3s+ t=0 
2x + 6y— z+5s+4t=0. 


Obtenemos el rango de la matriz de coeficientes 
1 3 -2 4 -1 1 3 -2 4 -1 13-24 -1 
13-13 1|j-=[0 0 -1 1 -2]=[0 0 -1 1 -2]. 
26-15 4 00-33 —6 00 0.0.0 
Así tenemos un sistema de dos ecuaciones con cinco incógnitas 


a+3y-224+4s- t=0 
=2+ s-2t=0. 


La dimensión del espacio solución es n — r, es decir 3. Tenemos tres variables 
libres (y, s, t). 


En términos de y, s,t obtenemos z = s — 2t y x = —3y — 2s — 3t. Luego, las 


soluciones son de la forma (—3y — 2s — 3t, y, s — 2t, s, t). Si damos valores particu- 
lares para (y, s, t) obtenemos valores particulares que son solución del sistema. Por 
ejemplo, si damos valores (1,0,0),(0,1,0) y (0,0,1) para la terna (y, s,t) obtene- 
mos las soluciones uı = (—3, 1,0,0,0), uz = (-2,0,1,1,0) y u3 = (-3,0,-—2,0,1) 
respectivamente, las cuales forman una base del espacio solución. 


Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Sea f: Y — V una aplicación 
lineal de V en sí mismo. Tal aplicación lineal se llama operador lineal. 


4.5 DEFINICION. Diremos que un operador lineal f: V — V es invertible 
si posee un inverso f7?, i.e., si existe (7): V — V tal que fof7!=1y=flof. 


4.6 DEFINICION. Sea g:U — V una transformación lineal de espacios 
vectoriales sobre un campo K. Diremos que g es no singular si ker g = {0}. g es 
singular si no es no singular. 


4.7 PROPOSICION. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita 
sobre un campo K. El operador f: Y — V es invertible si, y sólo si, es no 
singular. 
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Demostración. Si f es invertible, entonces es biyectiva, en particular es inyec- 
tiva y, por el problema 2.8, ker f = {0}. Luego, f es no singular. 


Si f es no singular, entonces ker f = (0) y por lo tanto f es inyectiva (problema 
2.8). Como dim V < oo, dim V = dim (im f) + dim (ker f) = dim (im f). Por lo 
tanto im f = V, i.e., f es suprayectiva. Así, f es biyectiva, luego invertible.n 

Consideremos el sistema de n ecuaciones con n incógnitas AX = B. Si supone- 
mos que el sistema homogéneo asociado AX = 0 solamente posee la solución trivial, 
i.e., ker A = {0}, entonces, por 4.7, A es biyectiva y por lo tanto AX = B posee 
una solución única para cualquier B. 


Si suponemos que A es singular, i.e., ker A 4 {0}, existe una solución no trivial 
de AX =0. Luego A no es suprayectiva, i.e., existe B € K” para el cual AX = B 
no tiene solución. Aún más, si existe una solución, ésta no es única. 


PROBLEMAS 


4.1 Pruebe que los renglones diferentes de cero de una matriz escalonada son 
linealmente independientes. 


4.2 Encuentre la dimensión y una base para el espacio solución de los sistemas 
(a) 21+3y+22-4t=0 


21+3y4+ 24+2t=0 
6x —2y+82- t=0 


(b) 1+2y+22-s+3t=0 
u+2y+32+ 584 t=0 
3z + 6y +8z+s+5t=0 


4.3 Encuentre el sistema homogéneo cuyo espacio solución está generado por el 
conjunto {(1,3, 2), (4,5,8), (3,8,6)}. Haga los mismo para el conjunto {(1, —2, 0,3), 
(1,—1,—1,4), (1,0, -2,5)). 
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4.4 Sean U y V los subespacios de R° dados por U = {(x,y, z)|£ + y + z = 0}, 
V = {(x,y,z)|r+y = 0}. Encuentre una base y la dimensión de U, V y UNV. Haga 
lo mismo para U = { (a,b,c,d) € R*b+c+d= 0) y W = { (a,b,c,d) € R |a+b = 0, 
c= 2d}. 


4.5 Sean U y V los subespacios de Rf generados por {(1,4,3,2), (2,4,6,8), 
(3,6,4,2)) y {(2,3, 1,4), (1,1,2,0), (3,1,2,4)}. Encuentre la base y la dimensión 
de U +V y de UNV. Haga lo mismo para los subespacios U y V de RË generados 
por los conjuntos {(1,3, —2, 2,3), (1,4, —3, 4, 2), (2,3, —1,—2,9)} y {(1,3,0,2,1), 
(1,5, —6, 6,3), (2,5,3,2,1)}. 


4.6 Sea A una matriz de n x n. Pruebe que el rango de A es n si, y sólo si A es 
invertible. 


4.7 Encuentre la transformación inversa del operador lineal f: R? — R° dado 
por Fx, y, 2) = (y, 2x 23 2,2): 


4.8 Pruebe que el rango por columna de una matriz A de m x n es igual al rango 
de la función lineal f: K” — K” determinada por A. (Sugerencia: verifique que 
para cada j = 1,...,n, el vector f (ej) = Ae; es la j-columna de A.) 
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I.5 LA MATRIZ ASOCIADA A UNA 
TRANSFORMACION LINEAL 


Sea K un campo. Denotemos con Homk(U, V) el conjunto de transformaciones 
lineales del espacio vectorial U sobre K en el espacio V sobre K. Sean f, g: U — V 
aplicaciones lineales y definamos f + g:U — V mediante (f + g)(u) = f(u) + 
glu). También, si f:U — V y a € K definamos una multiplicación escalar 
af:U — V mediante (af)(u) = a(f(u)). Es inmediato comprobar que f +g y 
af son lineales (problema 5.1(a)). Aún más, (véanse los problemas 5.1(b) y 1.8) 
tenemos el siguiente resultado: 


5.1 TEOREMA. Sean U y V espacios vectoriales sobre un campo K. 
Entonces Homk(U,V) con las operaciones definidas arriba es un espacio 
vectorial sobre K.m 


¿Cuál será la dimensión del espacio Homk(U, V) si U y V son de dimensión 
finita? Para responder esta pregunta, primero veamos un resultado previo que nos 
dice que una transformación lineal está totalmente determinada si conocemos la 
imagen de los elementos de la base de U. 


5.2 PROPOSICION. Sean U yV espacios vectoriales sobre un campo K. 
Sea {ui}; una base de U y {vi}; cualesquiera vectores de V. Entonces 
existe una función lineal única f: U — V tal que f(u;) = vi, ¿=1,...,n. 


Demostración. Daremos dos demostraciones. 


(1) Consideremos el diagrama 


Por 3.1 y 3.6, basta tomar f = H' 0.67? donde /':9/_,Kj — V es la función 
lineal única tal que f! o g = g” pues d es biyectiva. 
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(2) Definamos f: U — V mediante f(u) = f(aU1 +--+ anun) = 0101, +- + 
Qn Un. En particular f(u¿) = f(0u1 +--+ Lu; +--+ 0un) = vi. Veamos que f es 
lineal: sean u = _, aiui y u' = Y ;_, biui entonces f(u+u') = X; (ait bivi = 
Dia uivi + Jia bivi = fu) + f(u) y flau) = Jii aav = 0) 7-1 0440; = 
af(u). Veamos que f es única: sea f':U —> V otra aplicación lineal tal que 
f'(ui) = vi i= 1,... n. Entonces f'(u) = FO airu) = X aif (u) = ) aivi = 


f(u). Como u es arbitraria, f’ = f.m 


5.3 TEOREMA. Si dim U =n y dim V = m entonces dim Homg(U, V) = 


nm. 


Demostración. Sea {u;};—; una base de U y (v,);, una base de V. Encon- 
tremos una base para Homg(U,V) y contemos el número de elementos de dicha 
base. Para ello definimos f;; € Homk(U, V) mediante 


v; sik=i 
fij(uk) E (o sik £i. 


Veamos que (fi) es linealmente independiente: supongamos que 
Da 1 Da 1 Qij fij = 0; 0 € K. Pero para uk 


n m 
0= > Ya Qij fizl up) D Qkj fril uk) sy AkjUj; 


i=1 j=1 
pero como las vj son linealmente independientes, para k = 1,...,n tenemos que 
Aki = Qk2 = *** = Qkm = 0. Luego 0; = 0 y por lo tanto {fij} es linealmente 


independiente. 


Veamos que {fij} genera a Homg(U,V): sea f cualquier elemento de 
Homg(U, V). Sea w; = f(u;), i =1,...,n. Como wk € V, Wk = Qg101 + + 
QAkmUm; k = 1,...,n; @;j € K. Luego, E evaluar en Up, X] pda 1 Qiz fij(uk) = 
Dya ilu = Djzi jo = Wp Pero wp = f(up) Luego, f = 
Xi D51 Qij fiz y por lo tanto {fij} genera a Homg(U, V). Como hay nm ele- 
mentos en {fij}, dim Homg (U, V) = nm.s 


Sea f: U — V una aplicación de espacios vectoriales U y V con dim U = m y 
dim V = n. Supongamos que PB = {u1,..., Um} y P' = {v1,..., Un} son bases para 
U y V respectivamente. Como f(u;) € V, tenemos que 


f(u) = Q110 Es AlnUn 


F(Um) al Om101 AS OmnUn 
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El sistema de ecuaciones anterior lo podemos escribir como 


f(u) Q111 T *** T QA]nUn Qil *** Qin VU 
flum) Am1V1 T *** T AmnUn Am1 + Amn Un 
A la matriz 
9 t(Q011 e: Qin Q11 *** Qmii 
Ag = : có NIE : 
Qm1 + Amn Qin “+ Amn 


se le llama matriz asociada a la transformación lineal f, y decimos que repre- 
sentaa f. 


5.4 EJEMPLO. Sea f: R? — R? dado por f(x,y) = (2x — y,x + y). Cal- 
culemos 1116 con respecto a la base 8 = $” = [(1,0), (0,1)). Entonces 


Luego 1115 = (3 ea 


5.5 EJEMPLO. Sea f: IR? — R° la aplicación lineal dada por f(x,y) = 
(42 + y, 22 — 4y). Calculemos [f]} donde y = y = {(1, 1), (-1,0)H 


f(1,1) = (5,2) = (221,1) + (-7)(21,0) y 
f(21,0) = (+4, -2) = (-2)(1, 1) + (2)(-1,0).. Luego 


'_ (2 2 
ay =( 3). 
Observemos que si u = (3,5) entonces, en términos de la base y, 
u = (3,5) = 5(1,1) + 2(—1,0). Luego f(u) = f(3,5) = (17,—14) = —14(1,1) + 
(—31)(—1,0). Así que, el vector traspuesto de coordenadas de u es [u], = (3) y 


el vector traspuesto de coordenadas de f(u) es [f(u)]y = (==) Finalmente 
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Tenemos el siguiente resultado que establece lo que observamos en el ejemplo 


anterior: 


5.6 PROPOSICION. Sean 8 = {u1,..., Um} y P' =[v1,..., Un) bases para 
los espacios vectoriales U y V sobre un campo K respectivamente. Sea 
f:U — V una transformación lineal. Entonces LA lu] =[f(w)]5. 

Demostración. Consideremos f(u;) = 0101 + Qizv2 + ° + QinUn = 
Xai Qijvj. Entonces 1 es la matriz cuyo renglón j es (01;, Wo, ..., mj). 

Supongamos que u = YiU1 +- + YmUm = Di Yu. Luego [ula 
(1... Ym). Aplicando la transformación lineal f a u obtenemos f(u) = 
Oia nu) = Dia if (us) = Dia MO jaa yv) = Dj Oia Ai = 

n 
ji (015 E OmjYm)Uj- 

Luego [f(u)]g es el vector columna cuyo coeficiente en el nivel j es 
aiji + + OmjYm- Calculando 


; Qil *: Qmii Y 01171 T'e + QAmjYm 
[116 Tula =| : i : |= : = [f(u)] g.m 


Qin **: Amn Ym Ain Yi T'i T AmnYm 


La proposición anterior nos dice que, el multiplicar el vector de coordenadas de 
u con respecto a la base 8 = {u1,..., Um} por la matriz Pal nos da el vector de 


coordenadas del vector f(u) con respecto a la base 8’ = [o,,..., Un}. 


5.7 DEFINICION. Sean P = [uz,...,Un y y = [u),...,u,) bases de U. 
Considérese 


== pa / 1 
lylu) = w = 014% + oe + Anup 


: z : : 
lulun) = Un = Amui + © + Qnnul,,. 


Luego, la matriz cuadrada 


Qin `? Ann 


se llama matriz de transición de la base 8 en la base y. Con frecuencia escribimos 
simplemente N en lugar de N3. Sib =y, N A se denota Ng y se llama matriz 
asociada a f con respecto (o relativa) a 6. 
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La matriz de transición N3 puede verse como la matriz asociada a la función 
lineal 1y: U — U con respecto a las bases 3 y y, es decir N3 = [1y]}. 


5.8 EJEMPLO. Considere U = IR? con bases 8 = ((1,0),(0,1)) y y = 
(1,1), (—1,0)}. Entonces 


(1,0) = 0(1,1) + (~1)(~1,0) y 


Luego N¿ = (i i) Por otro lado, 


Luego NE = (1 EA. 
Observe que NÍNZ =ils 


5.9 LEMA. Sea N = N} la matriz de transición de la base PB = {ui}i 
en la base y = {u;};_; del espacio vectorial U sobre un campo K. Entonces 
Nlu], = [ula, y [lu]; = N7*[ujg para toda u € U. 


Demostración. Sea u; = aiui + 0342 + +: + QinUn = DE QijUj, para 
cada i = 1,...,n. Entonces N es la matriz cuadrada con renglón j igual a 
(013, 2, estao Ana): 


Si suponemos que u = àui + Azub +- + Anu = X; Aju, entonces [u], = 
A MEN Luego u = DA. = Di AO j=1 00343) = 
OD QijÀiJuj = X; (aià +0942 +: +QnjAn)ujz. Así, [u]g es el vector 
columna con coeficiente j igual a 01341 + 0942 tte + AnjAn» 

Por otro lado, el coeficiente j de Nu], se obtiene multiplicando el renglón j de 
N por [u],,, i.e., multiplicando (a1;,0%;,--.,Gnj) por (Ar, ..., An). Dicha multipli- 
cación es precisamente 01541 +***+0mjAn- Luego N[u], y [u]g tienen los mismos 
coeficientes. Por lo tanto N[u], = [u]¿. Finalmente, si multiplicamos por N”*!, 
(véase el problema 5.6), obtenemos N7*u]¿ = NN lu], = lu]. 


5.10 TEOREMA. Sea N la matriz de transición de la base 6 = P' = [u;) 
a la base y = y = {u;} del espacio vectorial U. Sea f:U — U un operador 
lineal. Entonces |f|} = NIAS N donde N = NÊ. 
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(5.9) 


Demostración. Sea u € U, luego NHFS Nu, NHFS lula = 


.f(u)]g. ED [f(u)]y. Como [f Y lu], = [f(u), por 5.6, tenemos que 


NT 
NISJE Niu], = 1117 Tu). Luego NHS N = [f]7 


5.11 EJEMPLO. Considere el operador f: IR? — R° dado por f(x,y) = 


(4z + y,2x — 4y). Sean PB = P' y y = y las bases del ejemplo 5.8. Luego 


F(1,0) = (4,2) = 4(1,0) +2(0,1) y 
(0,1) = (1,4) = 1(1,0) + (24)(0, 1). 
mg = (3 4): 


Calculemos | fl utilizando el teorema 5.10 con la N = N£ obtenida en 5.8: 


Así que 


1 


[AY = NA N 
1 
1 


) (3 1 ) 1 -—1 
2 —4 1 0 
la cual coincide con la matriz | F de 5.5. 


PROBLEMAS 


5.1 a) Sean f, g: U — V funciones lineales de espacios vectoriales sobre un campo 
K y a. € K. Demuestre que f +g y af son funciones lineales. 


b) Pruebe el teorema 5.1 con detalle. Si U = V se acostumbra denotar al 
conjunto de funciones lineales de V en sí mismo con Endx (V) y se llama conjunto 
de endomorfismos de V. 


5.2 Sea f: R? — R° el operador lineal dado por f(x,y) = (3x — 4y,x — y). 
Calcule la matriz El asociada a f con respecto a la base 8 = [(1,1), 1,0)» 


5.3 Sea f como en el problema anterior. ¿Cuáles son las coordenadas del vector 
f(3,5) con respecto a 8 ? 
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5.4 a) Describa la matriz de transición de un espacio de dimensión 1. 
b) Calcule la matriz de transición de la base 4 = ((1,1),(-1,0)) a la base 
B' =[(2,6), (4, 10)) del espacio vectorial R? del problema 5.2. 


5.5 Calcule la matriz asociada [ flo en el problema 5.4. 


5.6 Pruebe que la matriz de transición N3 definida en 5.7 es invertible. 


5.7 Pruebe que existe un isomorfismo del espacio Homk(U, U) con el espacio de 


las matrices cuadradas M,, K dado por f => | dle: 


5.8 Pruebe que si f, y € Homx(U, U) entonces [f o alí = HADH 


5.9 Pruebe resultados análogos al problema 5.7 para Homk(U,V) i.e., 
Homg(U,V) * MmxnK y al problema 5.8 para cuando f € Homg(U,V) y 
g € Homg(V,W) son transformaciones lineales de espacios vectoriales U,V y W 
sobre un campo K con bases 8, y y y respectivamente, i.e. pruebe que [g o Hi = 


CAHN 


5.10 Sea N la matriz de transición de la base P en la base y de U. Sea M la 
matriz de transición de la base 8’ en la base y' de V. Pruebe que si f: U — V es 
una aplicación lineal, entonces 


1 


LAY = MEN. 


Capítulo II 
VECTORES CARACTERISTICOS 


Y FORMAS CANONICAS 


II.1 VALORES Y VECTORES CARACTERISTICOS 


1.1 DEFINICION. Sean A y B matrices cuadradas. Si A = N7'BN con N 
una matriz invertible entonces diremos que A es similar o semejante a B. 


1.2 PROPOSICION. La relación de similaridad (o semejanza) es una 
relación de equivalencia. 


Demostración. Claramente A = 17*AI donde 1 es la matriz identidad, la cual 
es invertible. Luego, A es similar a A. Si A es similar a B, existe una matriz 
invertible N tal que A = N7*BN. Entonces NAN! = N(N=1BN)N"! =B o 
bien (N71) ANT! = B. Luego, B es similar a A. Finalmente, si A es similar 
a B y B es similar a C, entonces existen matrices invertibles N y M tales que 
A= N !BN y B= M?1CM. Sustituyendo obtenemos A = NU M1CMIN = 
(MN) C(MN) y como MN es invertible, A es similar a Con 
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1.3 PROPOSICION. Las matrices A y B representan al mismo operador 
lineal f:U — U si, y sólo si, son similares una con la otra. 


1 


Demostración. Sean P = P' y y = y bases de U. Supongamos que A = [f]2 


y B= Ear representan el mismo operador lineal. Por 1.5.10, A es similar a B. 


Sea 8 = P' una base de U y supongamos que A es similar a B = LE, es decir, 


que A = NHA N para alguna matriz invertible N. Sea y = y” la base de U 
obtenida mediante N a partir de 6 = 8’. Es fácil comprobar (problema 1.5) que A 
representa a f con respecto a la base y.m 


Dado un operador lineal f, podemos decir que sus matrices asociadas forman 
una clase de equivalencia de matrices similares. 


1.4 DEFINICION. Diremos que un operador lineal f: U — U es diagonali- 
zable si para alguna base de U, la matriz asociada es diagonal. Diremos que dicha 
base diagonaliza a f. 


El siguiente resultado es consecuencia inmediata de 1.3: 


1.5 COROLARIO. Sea B = HA la matriz asociada al operador lineal f 
con respecto a la base B = P'. Entonces f es diagonalizable si, y sólo si, 


existe una matriz invertible N tal que NT!BN es una matriz diagonal.n 


Hacemos la observación de que no todo operador es diagonalizable. Como ve- 
remos más adelante, a todo operador f se le puede asociar una matriz especial 
llamada forma canónica, (véase §4). 


1.6 DEFINICION. Sea U un espacio vectorial sobre un campo K. Sea 
f:U —> U un operador lineal. Si existe un vector u € U distinto de cero y 
un escalar À € K tal que f(u) = Au entonces llamaremos a A valor característico 
o valor propio de f y a u vector característico o vector propio correspondiente 
a A. 


Observe que si en la definición anterior u = O entonces u sería un vector ca- 
racterístico correspondiente a cualquier A € K. Nótese que u es un vector carac- 
terístico correspondiente a A si f(u) es un múltiplo de u, i.e., f(u) = Au, AE K. 
También los múltiplos œu de un vector característico son vectores característicos 
pues f(au) = af(u) = a(àu) = A(qu). Además, puede haber muchos vectores 
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característicos correspondientes a un valor característico. Por ejemplo, la función 
identidad 1y:U — U posee a 1 € K como su único valor característico, pero 
cualquier vector distinto de cero de U es un vector característico correspondiente 
al 1. 


1.7 PROPOSICION. Sea A un valor característico (fijo) de 
f:U — U. Entonces el conjunto de los vectores u € U tales que f(u) = Au 
es un subespacio no trivial de U denotado U,. 

Demostración. Siu=0€U, f(u) = f(0) =0=A0= Au, para A € K. Luego 
0€ Ur. Si u,uw € U, entonces f(u) = Au y f(u’) = Au’. Luego, f(u +u) = 
Fu) + flu) = àu + Au! = Au + u’). Además f(au) = a f(u) = a(àu) = Alau). 
Así, u+ u’ € Ur y au € U,. Luego U, es un subespacio de U.s 


Llamaremos a U, espacio característico de A. Observe que U, consiste del 
cero y de todos lo vectores característicos correspondientes a A. 


1.8 EJEMPLO. Si A es una matriz cuadrada, los valores característicos de 
A son los valores característicos de A vista como operador lineal. Por ejemplo, si 


2 4 GE Ye 
A= (3 6 encontremos los valores característicos y sus vectores característicos 


no triviales asociados, i.e., si X = En buscamos A € K tal que AX = AX. Esto 
es 
2 4 ex ER £ 
e aE)-E) 
2x + 4y = Az (2 — A)r + 4y =0 
Entonces se tiene , por lo que A 
3x + 6y = Ay 3x+(6-AJjy=0 


Así, el sistema homogéneo anterior tiene solución no trivial si, y sólo si, el deter- 
minante de la matriz de coeficientes es cero: 


2-A) 4 
3 (6-3 


2-12 02 24 — 61 + A? —- 12 
=A*—84= AA—8) =0. 
Así, À es un valor característico de A correspondiente a un vector característico 


2x2+4y=0 
distinto de cero si, y sólo si, A=00A=8. Si A = 0, entonces 
3x+6y=0 


o bien, x + 2y = 0. Luego X = (5) E Eo es un vector característico no 
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trivial correspondiente al valor característico asociado a A = 0. Cualquier otro 

vector característico asociado a A = 0 es un múltiplo de X. Si A = 8, entonces 

—61+4y=0 
3r—=2y=0 y 

característico no trivial correspondiente al valor característico A = 8. Cualquier 


o bien 3x — 2y = 0. Luego Y = E, = (3) es un vector 


otro vector característico de A = 8 es un múltiplo de Y. 


1.9 TEOREMA. Sea f: U — U un operador lineal de un espacio vectorial 
U sobre un campo K. Entonces AE K es un valor característico de f si, y 
sólo si, AI — f es singular. 


Demostración. A es un valor característico de f <=> existe un vector no 
trivial u tal que f(u) = àu == (AI)(u)— flu) =0 == (AI -— fu) =0 i.e., 
AI — f es singular, (o no invertible).. 


1.10 COROLARIO. El espacio de vectores característicos de A es igual 
al núcleo de AI — f.m 


1.11 PROPOSICION. Los vectores característicos correspondientes a 
valores característicos diferentes son linealmente independientes. 


Demostración. Sea f:U — U un operador lineal con u;z,...,uy vectores 
característicos correspondientes a los valores característicos distintos A1,..., An. 
Veamos que ([u,)%_, es linealmente independiente. Para ello hagamos inducción so- 
bre n. Sin = 1, entonces u es linealmente independiente pues uy % 0. Supongamos 
que, para n > 1, 

Qur +: + Anun =0, ~a EK. (x) 


Luego, f(a1u1 +--+ anun) =01f(u1)+--: +0. f(u,) = f(0) = 0. Por hipótesis, 
f(u;) = Aju;, y tenemos que 


01 A1U1 + +++ +07 Anun = 0. 
Si multiplicamos (*) por A, obtenemos 

01 Apu +: + On Anun = 0. 
Restando las dos últimas ecuaciones obtenemos 


ailàı == An) uz +. + On—1[An—1 == An) Un—1 =0. 
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Por inducción, a(A; — An) = 0 para i = 1,...,n—1. Como las A¿ son distintas 
entre sí, A; — A, Æ 0 para i Æ n. Luego, œ; = 0 para i = 1,...,n — 1. Al sustituir 
en (*) obtenemos que anun = 0 y, por lo tanto, 0, = 0. Así, las u; son linealmente 
independientes.n 


Nota. Vectores característicos linealmente independientes pueden corresponder 
a un mismo valor característico. 


El siguiente teorema relaciona los conceptos de matriz diagonal y vector carac- 
terístico. 


1.12 TEOREMA. Sea f:U — U un operador lineal. Entonces f tiene 
como matriz asociada a (o puede representarse por) una matriz diagonal si, 
y sólo si, U posee una base que consta de vectores característicos de f. 


Demostración. f puede representarse por una matriz diagonal 


Mm 00°- 0 
|0 As O =a 0 
O 
si, y sólo si, existe una base [u;)”_, de U tal que 
f(u) = Aur + Oua + +++ + Oun 
f(u2) = 0u1 + Aqua + ++: + Oun 


flun) = Oui + 0u2 + +++ + Anun. 


Le. si, y sólo si, los vectores [u;)?_, son vectores característicos de f correspon- 
dientes a los valores característicos {A; };—1.m 


Observe que los elementos de la diagonal de B son precisamente los valores 
característicos correspondientes. 


Observe también que, por 1.12, una matriz cuadrada A es similar a una matriz 
diagonal B si, y sólo si, A posee n vectores característicos linealmente indepen- 
dientes. Aquí también B posee en su diagonal a los valores característicos. Si 
N es la matriz cuyas columnas son los n vectores característicos de A, entonces 
B= NAN. 


1.13 EJEMPLO. Sea A la matriz del ejemplo 1.8. Los vectores característicos 
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sn X =(P) yY= (3). san= (2 3) a= (6 2): Luego 


A es similar a la matriz diagonal 


p=aan= (5% AE OO D0 


donde los elementos de la diagonal son los valores característicos correspondientes. 


PROBLEMAS 


1.1 Recuerde que la traza de una matriz cuadrada A (i.e. la función 
tr: Mn(K) — K), denotada trA, es la suma de los elementos de su diagonal. 
Pruebe que: 


(i) tr(AB) =tr(BA) y que 


(11) tr(4) = tr(B) si A y B son similares. Debido a esto último, decimos que la 
traza es un invariante bajo la relación de similaridad o semejanza. 


1.2 Calcule los valores característicos y los vectores característicos correspondien- 
tes de la matriz A = la 3) y encuentre una matriz invertible N tal que NTAN 
sea diagonal. 


1.3 Calcule los valores característicos y los vectores característicos correspondien- 


1 4 2 
tes de la matriz A = | 2 3 2 | y encuentre una matriz invertible N tal que 
2 


N7LAN sea diagonal. 
1.4 Sean A,B € MmxnK. Se dice que A es equivalente a B si existen matrices 


invertibles M y N tales que A = M BN. Pruebe que la equivalencia de matrices es 
una relación de equivalencia. 


1.5 Pruebe con todo detalle que A representa a f con respecto a la base y en la 
proposición 1.3. 


1.6 (i) Supóngase que A y B son matrices similares de n x n, i.e. B = NTAN 
para alguna matriz invertible N. Pruebe que B* = N714*N, 
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(ii) Suponga que los conejos no se reproducen durante su primer mes de vida, 
pero que a partir del segundo mes cada pareja de conejos produce un nuevo par. 
Suponga que ningún conejo muere. Si comenzamos con un par de conejos, ¿cuántas 
parejas de conejos hay a los n meses? Sugerencia: escriba la fórmula de recursión 
Un = Un —1 + Un -2 como la igualdad de matrices (un, Un—1) = (Un—1, Un—2) B donde 
B= (1 0): Encuentre los valores característicos de B y utilice (i). La sucesión 
así obtenida se llama sucesión de Fibonacci, sus términos se llaman números 
de Fibonacci y el valor característico positivo obtenido se llama sección áurea o 
proporción divina. La solución de muchos problemas de “aplicación” de la teoría 
con largos enunciados se reduce a formular ecuaciones adecuadas como en este 
problema. 
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11.2 TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON 


2.1 DEFINICION. Sea f(x) = anx” +a,-112714-.-+a,2+a9 un polinomio 
con coeficientes en un campo K. Sea A una matriz cuadrada con coeficientes 
también en K. Definimos el polinomio f(A) como a, A" + a, ¡AT 4 -+a A+ 
ay!, donde T es la matriz identidad. 


En forma análoga tenemos la siguiente 


2.2 DEFINICION. Sea p:U —> U un operador lineal del espacio vectorial 
U sobre el campo K. Sea f(x) un polinomio con coeficientes en K. Definimos 
F(p) = anp” +--+ aip! + ag! donde T es la aplicación de identidad. Aquí, 
p” =po---0p, n Veces. 


Se dice que una matriz A (o un operador p) es una raíz del polinomio f si 


F(A) =0 (o si F(p) =0). 


2.3 DEFINICION. Sea A la matriz cuadrada 


Ani An2 ++ Ann 


La matriz cuadrada Al, — A se llama matriz característica. Llamamos polinomio 
característico palA) de A al determinante de la matriz característica de A, i.e., 
PALA) = |A — Al. 


Así, Aly — A es 


A— 011 —012 aea — lin 
—021 Aaz .** —02n 
ad ina RESE A — ann 
y PALA) es (À — a11 )(À — a22) +- (A — ann) — +- ; o bien, 
PALA) = A” — (a11 +a22 +++ + ann) ATI + = AP (ErAJA? y (1A 


donde (—1)”|A| = pa (0) es el término constante. 
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Recordemos que si A es la matriz cuadrada de n x n 


Qil +: Qin 


an1 t Ann 
se denota con N,¿ a la submatriz de (n — 1) x (n — 1) obtenida de A suprimiendo 
su renglón ¿ y su columna j y, el determinante |N;;| se lama menor del elemento 
aij de A. El cofactor de a;j se define como el escalar 


Aij = (DW N;;l. 


1.23 
Por ejemplo, si A=| 4 5 6 | entonces 
78 9 
Ni = (5 9) y År = (-1)*+2 E | = — (36 — 42) =ô. 


Recordemos que JA] = Qil Aj1 + aj Aja e Qin Ain = Pan QijÅij y JA] = 
aijAij + azjAaj +- + anjAnj = Xi- ij As 
También recordemos que la matriz adjunta clásica de A es la matriz traspuesta 
de cofactores, i.e., 
$ An >e Am 
A= : : 


= z T 
y tiene la siguiente propiedad: AA = AA = | AJI; lo cual implica que 47! = Eia 


2.4 TEOREMA. (Cayley-Hamilton). Toda matriz cuadrada es raíz de su 
polinomio característico. 


Demostración. Sea A una matriz cuadrada y palA) = |A — A| = A” + 
an-1A"71 +- + aÀ + ao su polinomio característico. Sea C) la adjunta clásica 
de la matriz AZ — A. Como los elementos de C1 son cofactores de AI — A, son 
polinomios en A de grado menor o igual que n — 1. Luego 


Ca A e + -+ E + Co 


donde C; es una matriz cuadrada con elementos en K. Así que, aplicando la 
propiedad que mencionamos de la matriz adjunta clásica se tiene que (AI — A)C\ = 
JAZ — AJI. Esto es 


(AI — A)(Cn-1A®7} +- + CLA + Co) = (A? + an-1A°71 + + aÀ + ao). 
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Luego —ACo = aol, Cy — ACı = al,...,Cn-3 — ACn-2 = Anal, 
Cn-2 — ACn-1 = an—11 y Cn-1 = I. Si multiplicamos ambos lados de cada igual- 
dad por 1, A, 4?,..., A” respectivamente, obtenemos: —ACo = ao I, ACo — A? C: = 
aA,..., AP Cag -A tOr m= ain a A R A Oraa m ACn = Aa 1 ATE, 
A”Cn-1 = 4”. Al sumar las ecuaciones obtenemos 0 = ap] + a1 A + a24? +---4 
Gaa ATA a 


2.5 EJEMPLO. Sea A = G 2) Luego 


pa) =A -A= Ag yA AMARA 052 


Por el teorema 2.4 


2.6 PROPOSICION. Sea A una matriz cuadrada con elementos en un 
campo K. Un elemento a € K es un valor característico de A correspon- 
diente a un vector característico (diferente de 0), si, y sólo si, a es una raíz 
del polinomio característico pa(A). 


Demostración. Por 1.9, a es un valor característico de A si, y sólo si, al — A es 
singular, es decir, no invertible. Pero al — A es no invertible si, y sólo si, laI— A| = 0 
(recuerde que una matriz es invertible si, y sólo si, su determinante es distinto de 
cero). i.e., œ es raíz de pa(A)un 


2.7 PROPOSICION. Supóngase que palA) es de la forma 
(A—=a)(A— a3)-::(A— an) 


con todas las a; distintas, entonces A es similar a una matriz diagonal con 
las a; en la diagonal. 


Demostración. Como las a; son las distintas raíces diferentes de cero de pa(A), 
éstas son, por 2.6, los valores característicos de A y, por 1.11, los vectores car- 
acterísticos correspondientes son linealmente independientes. Luego, los vectores 
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característicos asociados a dichos valores característicos son una base del espacio 
vectorial y, por 1.12, A es similar a una matriz diagonal.a 


2.8 PROPOSICION. Si A y B son matrices similares, entonces 
PAlA) = pB (à). 


Demostración. Si A es similar a B entonces A = N7*BN con N invertible. 
Como AI = NTHAIN, tenemos que |AI — A| = [Al — N7BN| = [N=IMN — 
NABN|=|N=(AI— B)N| =|N=AH]AL— BIN] =|A1— B|| NTEN] = |AI — B|. 


En otras palabras, la función M„ (K) —> K[\] que asigna a cada matriz su 
polinomio característico es un invariante bajo similaridad o semejanza. 


Puesto que todo polinomio sobre Œ posee una raíz, si A es una matriz con 
coeficientes en © entonces A posee al menos un valor característico. 


PROBLEMAS 


2.1 Pruebe que si f y g son polinomios con coeficientes en K entonces (f+y)(4) = 


FA) + 94), (F9)(4) = FAJICA) y ASA) = MECA), AEK. 
2.2 Sea A la matriz asociada a p. Pruebe que f(A) es la matriz asociada a f(p). 
2.3 Pruebe que si Á es la matriz adjunta clásica de A entonces AÃ = AA=|A]Z. 


1 
2.4 Sea A= | 4 
7 


00 IN 


5), Calcule la adjunta clásica C1 de la matriz AI — A. 


C2A? + C1A! + Co donde C; es una matriz cuadrada con 


II 


Compruebe que C) 
elementos en K. 


2.5 Pruebe que pa (A) = pa (A). 


2.6 Pruebe que si A es una matriz triangular, su polinomio característico posee 
como valores característicos a los elementos de la diagonal. 


2.7 Sea p: R? — R? un operador lineal dado por p(x,y,2) = (x + y, 2x, 4y). 
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Encuentre los valores característicos œ y una base para cada espacio característico 
Da, 


2.8 Calcule los valores y vectores característicos de 
A= G EN. y B= (=3 1) sobre R y sobre C. 


Propóngase usted mismo ejercicios similares a éstos dos últimos si presiente que 
no ha dominado la técnica. 
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11.3 EL POLINOMIO MINIMO 


En esta sección presentaremos otro invariante para la relación de similaridad o 
semejanza. 


3.1 DEFINICION. Sea A una matriz cuadrada. El polinomio mínimo ma(A) 
de A es el polinomio mónico (con coeficiente inicial 1) de menor grado tal que 
maAlA) =0. 


Por el teorema de Cayley-Hamilton, A es raíz de un polinomio pa(A) diferente 
de cero. Supongamos que tiene grado n y que es el más pequeño de los grados 
tal que pa(4) = 0. Si dividimos pa(A) entre su coeficiente inicial obtendremos un 
polinomio mónico ma(A) de grado n con A como raíz. Si m'(A) es otro polinomio 
mónico de grado n para el cual m,(4) = 0 entonces ma(A) —m!,(A) es un polinomio 
diferente de cero de grado menor que n con raíz A. Esto contradice el que n sea el 
más pequeño de los grados tal que pa(A4) = 0. Por lo tanto ma(A) es único. 


Aún más, por el algoritmo de la división, si f(A) es un polinomio tal que f(A) = 0 
entonces f(A) = malQAJg(A) + r(A) con r(A) = 0 o gr r(A) < gr ma(A). Como 
f(A) = 0 y ma(A) = 0 tenemos que r(A) = 0. Si r(A) 4% 0, entonces r(A) es 
un polinomio de grado menor que el de ma(A) que posee a A como raíz, lo cual 
contradice el hecho de que ma(A) sea mínimo. Luego r(A) =0 y F(A) = ma (A)g(A). 
Podemos resumir lo anterior en la siguiente 


3.2 PROPOSICION. El polinomio mínimo de una matriz A existe, es 
único y divide a cualquier otro polinomio que tenga a A como raíz, en 
particular, divide al polinomio característico de A.m 


3.3 PROPOSICION. El polinomio mínimo y el polinomio característico 
de una matriz A poseen los mismos factores irreducibles. 


Demostración. Sea ma(A) el polinomio mínimo de A de la forma ma(A) = 
Mar 1A 714 -+a A+ ao. Consideremos las matrices Co = I, C1 = A+ apl, 
Co = A? + a 1 A+ apol,... Cp = A 7 44 147 ?4---+a11. Luego Co = 1, 
Cı — ACo = a11, C2 — AC] = ap-al,...,Cp-1 — AC¿-2 = a11. Multiplicando 
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C;_1 por —A obtenemos —AC;¿_¡ = aol — (At + a; ¡471 +---+a1 A+ aol) = 
ay! — m4(A) = aol. Sea C(A) = ATICO +A 7201 + > + AC¿_2 + C4-1. Entonces 


(AT — A) -C(A) = (A Co + A CL +e + AC; 1) 
— (ATT ACo + àT? ACi +++ AAC + ACi) 
= MCo + à+ (C1 — ACo) +- + A(Ci-1 — AC¿_2) + aol 
= XI + aA H H aA H aol 
= maA). 


Luego, |AZ — AJIC(A)| = [maA (AJM| = ma(A)”. Por lo tanto, [Al — A| divide a 
ma(à)”. Es decir, el polinomio característico de A divide a ma(A)”. 

Sea g(A) un polinomio irreducible. Si g(A)[ma(A) entonces g(A)lpa(A) pues 
maAlAlpalA). Por otro lado, si g(A)lpa(A) entonces g(A)[ma(A)”. Como g(A) 
es irreducible, g(A)/ma(A). Luego ma(A) y palA) poseen los mismos factores 
irreducibles.a 


3.4 COROLARIO. Un elemento a € K es valor característico de A si, y 
sólo si, a es raíz del polinomio mínimo de A. 


Demostración. Por 3.3, el polinomio mínimo y el polinomio característico de 
A poseen los mismos factores lineales irreducibles y, por lo tanto, poseen las mismas 


raíces. 


3 0 1 0 
3.5 EJEMPLO. Sea A = i a E a . El polinomio característico de A es 
00 0 8 


pa(à) = JAZ — A| = (à — 3) (A — 8). Por los resultados precedentes, ma(A)Ipa(A) 
y además maA(A) posee los mismos factores irreducibles, entonces ma(A) puede ser 
uno de los siguientes: 


A=3=8),(A=3(4—8), ó (A=3D(A—8). 


Por el teorema (de Cayley-Hamilton) 2.4, ma(A) = 0. Luego, calculando, ma(A) 
debe ser (A— 3)2(A — 8). 
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PROBLEMAS 
2004 
3.1 Encuentre el polinomio mínimo de A = E a s i 
0009 
8 0 3 1 
3.2 Encuentre los valores característicos de A = i a 3 i 
0 0 02 


3.3 Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre un campo K. Pruebe 
que p € Homkx(V, V) es invertible si, y sólo si, el término constante de m,(A) de p 
no es cero. 


3.4 Sea V en espacio vectorial de dimensión finita sobre un campo K. Pruebe 
que: 


1 


a) si p € Homk(V, V) es invertible, entonces p”* es una expresión polinomial 
p 


en p sobre K y 
(b) si p es singular, entonces existe y € Homg(V, V), n #0 tal que pn = np = 0. 


3.5 Pruebe que una matriz cuadrada A es diagonalizable si, y sólo si, ma(A) = 
A=A)A—A2) (AA) donde Aj,..., Ar son los valores característicos distintos 
de A. 
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11.4 FORMA CANONICA TRIANGULAR 


En 1.1 definimos el concepto de similaridad de matrices, (el cual se traduce en uno 
para operadores), y en 1.2 se vio que era una relación de equivalencia. El problema 
que consideraremos será el de cómo distinguir las clases de equivalencia, o bien, di- 
cho de otra manera, cómo determinamos si dos operadores lineales son similares. Lo 
resolveremos definiendo ciertas matrices llamadas formas canónicas, una para cada 
clase de equivalencia. Formalmente, definimos un conjunto de formas canónicas 
para una relación de equivalencia ~ en un conjunto C como un subconjunto F 
de C que consiste de exactamente un elemento de cada clase de equivalencia de 
~. Entonces, una vez obtenidas las formas canónicas, bastará comparar si éstas 
son las mismas o no para cada operador. Comenzaremos estudiando el importante 
concepto de espacio cociente que utilizaremos en esta sección y en el resto del texto. 


4.1 NOTACION. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Sea U un 
subespacio de V y v € V. Denotaremos con v + U el conjunto {v + uju € U}. 
Dichos elementos v + U los llamaremos clases laterales de U en V. 


Como 0€U y v=v+0€ v+U, cada v € V pertenece a una clase lateral. Es 
inmediato comprobar que cualesquiera dos clases laterales son ajenas o son iguales 
(problema 4.1). 


Sea V/U el conjunto de todas las clases laterales de U en V. Démosle a V/U 
una estructura de espacio vectorial mediante 
+:V/U x V/U — V/U dada por 
((v+0),(w+U)) — ((v+w)+U) y 


u: KxV/U — V/U dada por 
(å, v +U) — àw +U. 


Es fácil comprobar que las operaciones anteriores están bien definidas (problema 
4.2) y que definen una estructura de espacio vectorial en V/U. Llamaremos a V/U, 
espacio cociente. 


Nota: Sea U un subespacio del espacio vectorial V sobre un campo K. Si 
u € v +U entonces existe w € U tal que u = v + w. Luego u— v =w € U. 
Si u — v € U entonces u — v = w € U. Luego u =+w € v+U. También 
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u-vEU => —(u-vw)=wv-u€U <> vE€u+U. En resumen, 
uEv+U => u-vEU <=> veu +O. 


Sea p: Y — V/U dada por v — v + U. Si v,w € V, entonces p(v + w) = 
(v+w)+U=(0+U)+ (w+U) = plv) + p(w). Si A € K,p(Av) = A+U = 
Au + U) = Ap(v). Por lo tanto, p es una aplicación lineal llamada proyección 
canónica. 


4.2 DEFINICION. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y U un subes- 


pacio de V. Decimos que U es invariante bajo un operador lineal 
p:W—= V si p(U) CU. 


Observe que p define un operador lineal de U que denotamos con ply. 


4.3 PROPOSICION. Sea p:V — V un operador lineal de V y U un 
subespacio de V invariante bajo p. Entonces p induce un operador lineal 
pvju: V/U — V/U dado por pyju(v+U) = plv) + U. 


Demostración. Veamos que py/y está bien definido: sea u + U = u + U, 
entonces u — u’ € U y como U es invariante bajo p, p(u— u’) = plu) — plu’) € U. 
Luego 

pvjulu +U) = p(u) +U = p(w) +U = pyju(u +U). 

Así, si u+ U = u’ +U entonces pyjy(u + U) = pyyu(u! + U) y, por lo tanto, 

Pv/u está bien definida. 


Veamos que pyyy es lineal: 


pvju((u +U) + (u +U)) = pyyulu+ u +U) 
= p(u +u’) +U = p(u) + p(w’) + U 
= plu) +U + plu”) + U 
= pyjulu + U) + pyyul(u' + U). 
pvju(àlu + U)) = pvju (àu + U) 


= p(àu) +U 
= Aplu) + U 
= A(p(u) + U) 


= Apyjulu+U). 
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4.4 PROPOSICION. Sea p:V — V un operador lineal. Si f es un 
polinomio tal que f(p) =0 entonces f(py/u) =0. 


Demostración. Sea v + U una clase lateral de V/U. Observe que (p%)y/u = 
(ov/uY pues (P)vjulo +U) = po) +U = plp(o)) +U = pyyulolo) +U) = 
pvjulpvjulv +U)) = (Pvju)’ (v +U). Análogamente, (#)v;u = (pv/u)'. Luego, 
para el polinomio f = Y >;_, at” tenemos que 


[Flo)lv/u(v +U) = f(oj(v) + U 


= y. op (v) + U 
¿=0 


= 5 ail (v) +U) 
1=0 
= AD asp) yu lo +U) 
= 5 ailpvju (v +U) 
= (E aitov} (v +U) 
1=0 


= f(pv;u)(v +U). 
Así que [£(p)lv/u = f(pvju). Esto es, si p es raíz de f entonces [f (p)lv;u = 0v;u = 
U = f(pvju), luego pyju es raíz de f.m 


Observe que, debido a la proposición anterior, el polinomio mínimo de pyjy 
divide al polinomio mínimo de p. 


4.5 PROPOSICION. Sea U un subespacio de un espacio vectorial V sobre 
un campo K. Sea {u1,..., ut} una base de U y {01,..., Ur} una base de V/U. 
Entonces [v1,...,0r,u1,...,u) es una base de V y dim V = dim U + dim V/U. 


Demostración. Sea v € V. Como {0;} es una base de V/U, U = v + U = 
0101 +09209+-*:*+Q,0r. Luego v = 04101 +:*:* +00, +u donde u € U. Como {u;} es 
una base de O, v = 04101 +: +00, +P1U01+:::+Byu4. Luego {v1,..., Ur, Ul, ..., Ut} 
genera a V. 


Supongamos que y,01+-**+Y-0- +0141 +-*:+ó0¿u¿ = 0. Luego y101 +: «+07 = 
0 = U pues cada V; = v; +U. Como {0;} es linealmente independiente, y; = 0. 
Luego 9141 +--+- + frut = 0 y como las {u;} son linealmente independientes, las 
9; =0. Luego [v1,...,Uy,uz,..., Ut} es linealmente independiente.n 


Sea p € Homk(V, V) un operador lineal de V. Diremos que p puede represen- 
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tarse por una matriz triangular si su matriz asociada es triangular. Si A es la 
matriz triangular de la forma 


Q11 012 Qin 
022 02n 

E ? 
0 0 Ann 


su polinomio característico es 


PAÍA) = JAZ inasi A| = A > am)A = a22) dk A = ann). 


El siguiente teorema establece el sentido inverso: 


4.6 TEOREMA. Sea p € Homg(V,V) tal que su polinomio característico 
se factoriza como producto de polinomios lineales. Entonces existe una base 
de V para la cual la matriz asociada a p es triangular. 


Demostración. Utilizando inducción sobre la dimensión de V tenemos que, si 
dim V = 1, la matriz asociada a p, de 1 x 1, es triangular. 


Supongamos que dim V = n con n > 1 y que el teorema es válido para dimen- 
siones menores que n. El polinomio característico se factoriza como producto de 
polinomios lineales por hipótesis, luego p posee al menos un valor característico y 
un vector característico asociado diferente de cero. Sea v dicho vector característico 
tal que p(v) = ajv. Sea U el subespacio de dimensión 1 generado por v. Luego, 
por 4.5, dim V/U = dim V — dim U = n — 1. Como U es invariante bajo p, por 
4.3 p induce un operador py/y cuyo polinomio mínimo divide al polinomio mínimo 
de p. Como el polinomio característico de p es producto de polinomios lineales, el 
polinomio mínimo de p también es producto de polinomios lineales y por ende lo 
son los polinomios característicos y mínimos de py/y. Luego V/U y py,v satisfacen 
las hipótesis del teorema. Por inducción, existe una base {02,..., Un} de V/U tal 
que 

Pv/u(U2) = a2202 


pv/u(U3) = 432U2 + 43303 


Pvju (Un) = an202 + AngUz +*** + AnnUn- 


Sea v; € Vi. Por 4.5, (v,v2,..., Un} es una base de V. Como pyjy (02) = 4227, 
Pv/u(U2) — a2202 = 0. Luego p(v2) — az2v3 € U. Como U está generado por v, 
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p(va) — a22v2 es un múltiplo de v, por ejemplo, p(va) — 422423 = 4910, luego p(v2) = 
a210 +4a22V2. Análogamente para i = 3,..., n, p(v;) —4j2U2 — Mj303 —- + — tivi E U, 
luego p(v;) = a;,0 + Qj2U2 ++- + aivi. Así que 


p(v) = av 


p(v2) = a71U + 42902 


plUn) = 4n1U + An2U2 +-:** + Ann Un 


y la matriz asociada a p con respecto a esta base es triangular.a 


4.7 PROPOSICION. Sea U un subespacio invariante de p € Homk(V, V). 
Entonces p posee una matriz asociada de la forma Es y) donde X es la 


matriz asociada a plu. 


Demostración. Sea {u1,..., u} una base de U. Completemos la base a una 
base de V: [u;,...,ug,w1,..., ws). Entonces 
plu (u1) = p(u1) = arru + ++- + art 
plu (u2) = p(u2) = 42141 + -+ < + 24 


plu (ur) = plur) = agur +- + au 


p(w) = birui ++ + birtut + ciwi + +++ H Cis Ws 
p(wa) = bz1u1 +-+- + batut + C21W1 + +++ + C25 Ws 
plws) — b51U1 ATE bsp Ur T Cg1W1 Tr: + CgsWg. 


Así, la matriz asociada a p es la traspuesta de la matriz de coeficientes del sistema 


y es de la forma e e donde X es la traspuesta del sistema correspondiente. 


4.8 PROPOSICION. Sea p € Homk(V,V) y plu la restricción de p a un 
subespacio invariante U de V. Si f es un polinomio, entonces f(p|u)(u) = 
F(p)u), u E€ U y el polinomio mínimo Mpy (A) divide al polinomio mínimo 
mplA). 
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Demostración. Sea f cualquier polinomio. Supongamos que el grado n de 
f es mayor que 1, pues si es de grado cero o uno es válida la afirmación. Si 
f es de la forma anz” + 0-12! ++. + 012! + ao y el resultado vale para 
grados menores que n, entonces f(plu)lu) = (anple ++: + arplu + 00D) (u) = 
(anpli Nolu (a) + (anote + ao) (u) = (ano) + (ap + 
---+00D)(u) = f(p)(u). Si m (à) denota al polinomio mínimo de p, entonces 
mpololu)lu) = mp(p)(u) = O(u) = 0 Vu € U. Luego ply es raíz del polinomio 
mínimo de p y, por la proposición 3.2, el polinomio mínimo de ply divide a m,(A).1 


PROBLEMAS 


4.1 Pruebe que cualesquiera clases laterales o son ajenas o son iguales. 


4.2 Compruebe que las operaciones definidas en V/U están bien definidas y que 
proporcionan una estructura de espacio vectorial en V/U. 


4.3 Sea U un subespacio de un espacio vectorial V sobre un campo K. Pruebe que 
si el conjunto de clases laterales (01, ... , Un} de V/U es linealmente independiente 
entonces {v1,..., Un} es linealmente independiente. 


4.4 Describa las clases laterales de U en R? donde U es el espacio solución de la 
ecuación 81 + 2y + 5z = 0. 


4.5 Pruebe que si p € Homg(V,V) es un operador lineal y f un polinomio 
cualquiera, entonces el núcleo de f(p) es invariante bajo p. 


4.6 Proporcione con todo detalle la demostración de la Proposición 4.8. 


4.7 Compruebe que si A es una matriz cuadrada cuyo polinomio característico 
se factoriza en polinomios lineales entonces A es similar a una matriz triangular. 
(Sugerencia: Teorema 4.6) 


4.8 Pruebe que si f:V —> W es una función lineal entre espacios vectoriales 
sobre un campo K, entonces existe una función lineal única h: V/kerf — W tal 
que ho p= f. Además, h es inyectiva y f(V) = imf S V/kerf. 
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4.9 Sea f:U — V una función lineal. Pruebe que existen bases de U y de V tales 


que la matriz asociada a f es de la forma ($ J) donde I, es matriz identidad 


y r es el rango de f. Este es un ejemplo de forma canónica llamada normal de 
f bajo la relación de equivalencia siguiente: una matriz A es equivalente a una 
matriz B si, y sólo si, el rango de A es igual al rango de B. 


4.10 Sea I>” la matriz de m x n cuyos primeros r renglones son la base canónica 


prn = I 0 


de K” y cuyos renglones restantes son cero, i.e., r 0) Pruebe que, 


si A, B € MmxnK entonces A es equivalente a 17” si, y sólo si, el rango de A es 
r. Concluya que A es equivalente a B si, y sólo si, sus rangos son iguales (véase el 
problema 1.4) y que las matrices 12" (r =1,2,...,min(m,n)) son un conjunto de 
formas canónicas para la relación de equivalencia en Mm xn K. 


4.11 Sea p € Homk(V, V) tal que p = pı 9 pa con respecto a la suma V = U¡ 9 U»2 
donde U, (i = 1,2) es invariante bajo p. Pruebe que pp(à) = Pp, (App, (A) donde 
Pp» Pp, Y Pp, SON los polinomios característicos. 
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II.5 FORMA CANONICA DE JORDAN 


5.1 DEFINICION. Sea p € Homg(V,V) y Ui, i = 1,...,s subespacios de V. 
Diremos que p (es descomponible) se puede descomponer como suma directa de 
operadores ply,, si V = 9_,U; con U, invariante bajo p. En este caso escribiremos 


U;- 


5.2 LEMA. Sea p € Homx(V, V) tal que p = pi 9 p2 con respecto a la suma 
V = U, Ẹ§ Uz donde U,, i = 1,2 es invariante bajo p. Entonces m,(A) es el 
m.c.m. de Mp (à) y de mp (A). 


Demostración. Por el problema 4.6, mp, (AJIM (A) y my, (AJM, (à). Sea h un 
polinomio múltiplo de mp, y Mpa- Luego h(p1) = 0 y h(p2) = 0. Sea v € V tal que 
v=u1 + u2, u1 € U1, us E€ U2. Entonces 


h(p)(v) = hlo)(a) + Alp)(u2) = 0. 


Por lo tanto, p es raíz de h. Luego, por 3.2, m,(A)[h(A) y, por lo tanto, my(A) es 


el mínimo común múltiplo.a 


5.3 PROPOSICION. Sea p € Homx(V, V). Sean f,g y h polinomios tales 
que f(p) =0, f = gh y (g,h) = 1. Entonces V = ker g(p) € ker h(p). Aún 
más, si f es el polinomio mínimo de p entonces g y h son los polinomios 
mínimos de Plrer g(p) Y de Plrer np) respectivamente. 


Demostración. Por el problema 4.5, ker g(p) y ker h(p) son invariantes bajo 
p. Como g y h son primos relativos 


rg+sh=1 
para ciertos polinomios r y s. Así que, 
r(pjgto) + s(p)h(p) =1 


el cual, calculado en un elemento v € V nos da 


r(plg(o)Yo) + s(p)h(p)v) = v. 
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Como h(p)r(p)g(oMv) = rlogh) = reflow) = row) = 0, 
r(p)g(p)(v) E ker h(p). Análogamente g(p)s(p)h(p)w) = s(p)glp)hlp)w) = 
s(p)f(p)lw) = s(p)0w) = 0 y s(p)h(p) E ker g(p). Luego V = ker g(p) + ker h(p) 


Ahora, necesitamos probar que si v = v' + v” con v' € ker g(p) y v” € ker h(p), 
v' y v” están determinadas en forma única por v: aplicamos r(p)g(p) a v = v’ +v” 
y como g(p)v' = 0 tenemos que r(p)glo)(v) = rlo)glo)w") + r(p)glo)Jlo”) = 
r(A"). También v” = 1(0") = r(plalo)(o") + (Oa) = rogo”) 
pues  h(p)jv”) = 0. Las fórmulas anteriores nos dan 
v” = r(p)g(p)(v) y así v” está determinada en forma única por v. De manera 
semejante, v’ está determinada en forma única por v; luego V es suma directa de 
ker g(p) y de ker h(p). 


Sean my y mp los polinomios mínimos de plker g(p) Y de Plrer n(p) respectiva- 
mente. Sabemos que g(plxer g(p)) = 0 y que h(plrer n(p)) = 0. Luego mylg y mp]h. 
Por 5.2, f es el m.c.m. de my y mp. Pero my y mp son primos relativos puesto que 
g y h lo son. Luego f = mgmp. Pero f = gh. Esto implica que g = mg y h = mp.m 


5.4 TEOREMA. (Descomposición primaria). Sea p € Homg(V, V) con poli- 
nomio mínimo 


MA) = FAT PRAP + LAY" 


donde los f¡(A) son polinomios mónicos e irreducibles distintos. Entonces 
V = ker f;(p)" donde los subespacios ker f,(p)" son invariantes bajo p 
y fi(A)" es el polinomio mínimo de Plrer filon- 


Demostración. Utilizando inducción sobre s, tenemos que para s = 1, el re- 
sultado es trivial. Supongamos que el teorema es válido para s — 1. Por la 
proposición 5.3, V = ker fı(p)™ ker (falp)? --- f:(p)"=) y los polinomios mínimos 
de Plrer filom y de Plier f2(p)72:--f.(pyrs SOM PLA) y (A) >>> f¿(A) respectiva- 
mente. Sea pı =  Plker fa(p)12---$.(0)18- Por hipótesis de inducción, 
ker (fa(pJR --- f3[p)") = Oj_oker f:(p1)" tal que f¿(A)” es el polinomio mínimo 
de la restricción de pı a ker fi(p1)". Como f(A)" divide a fa(A)? --- £¿(A)"., 
ker filo) C ker (falp)--- fs(p)"), i = 2,...,s. Luego, ker fi(p)” = 
ker filpı)™. 

Como plļker f,(p,)3m1 = Pilker f,(p,)m para i = 2,...,8, fi(A)™ es también el poli- 
ker filo) Luego V = ker fi(p)” O ker falo)? ©- @ 
ker fs(p)"* y la descomposición de p es p = Bf-1P|ker f,(pyni m 


nomio mínimo de p 
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5.5 COROLARIO. Un operador p € Homk(V, V) posee una matriz aso- 
ciada diagonal si, y sólo si, su polinomio mínimo m,(A) es producto de 
polinomios lineales distintos. 


Demostración. Sea p un operador lineal cuya matriz asociada es diagonal. En- 
tonces V posee una base que consiste de vectores característicos de p con valores car- 
acterísticos distintos Aj,...,Ar. Por consiguiente el operador f(p) = 
(p=AMD(p- AD) +- (p — AyI) envía cualquier vector de la base al cero (véase 
el problema 5.3). Luego f(p) = 0 y, por lo tanto, el polinomio mínimo m(A) de p 
divide al polinomio f(p) = (A — A1) (A — à2) +- (A — àI). Así, m(A) es producto de 
polinomios lineales distintos. 


Ahora, supongamos que m(A) = (A — A1) (À — A2):::(A— As) con las à; € K 
diferentes. Por el teorema 5.4, V = -ker (p— A:I). Sea v € ker (p— AL), luego 
(p — AD (vu) = 0, i.e., p(v) = Ajv. Esto significa que cada vector de ker (p — A:T) 
es un vector característico perteneciente al valor característico A;. Por el problema 
13.10, la unión de las bases de ker (p — A¡T) es una base de V que consiste de 
vectores característicos. Luego p es diagonalizable.n 


A continuación estudiaremos operadores lineales cuyas raíces de su polinomio 
mínimo son todas cero. Sabemos entonces, por el teorema 4.6, que existe una base 
del espacio vectorial tal que la matriz asociada a p es triangular. Sin embargo, 
el encontrar formas canónicas para dichos operadores nilpotentes nos permitirán 
encontrar formas canónicas para cualquier operador que se factorice como producto 
de polinomios lineales. 


5.6 DEFINICION. Un operador lineal p € Homx(V, V) se llama nilpotente 
si p” = 0 para alguna n > 0. Llamaremos al entero r índice de nilpotencia de p si 
p” = 0 pero p”! 4 0. También diremos que una matriz cuadrada A es nilpotente 
si A” = 0 y res el índice de nilpotencia de A si A” = 0 pero 477! Æ 0. 


Observación. El polinomio mínimo de un operador nilpotente de índice r es 
m(A) = A”. Su único valor característico es el cero. (Problema 5.7). 


5.7 PROPOSICION. Sea p € Homk(V, V) un operador nilpotente de 
índice r, yv € V tal que p""t(v) 4 0. Entonces el conjunto [p"=*(v), 
p"(v),...,plw),v) es una base del subespacio que genera, cuya matriz aso- 
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ciada posee índice de nilpotencia r y es de la forma 


010.. 00 
001-00 
0 0 0 0 1 
000 0 0 
Demostración. Por el problema 5.4, el conjunto [p"7*(v),...,v) es linealmente 


independiente y el subespacio que genera es invariante bajo p. Por el problema 5.5, 
como p es nilpotente de índice r, (p')(p*(w)) = p"+*(w) = 0 luego 


(ou) = pr(u)=0 
a = p™+ (v) 


a 
OS 

e 
= 

Ill 
dD 
=~ 

2 
== 


Por lo tanto, la matriz asociada es la requerida. Es inmediato comprobar que es 
de índice r.m 


5.8 LEMA. Sea p € Homx(V,V). Entonces ker p C ker p+! y 
p(ker pt!) C ker pr. 


Demostración. Sea v € ker p*, luego p*(v) = 0 y ttv) = p(p*(v)) = 


p(0) = 0. Por lo tanto v € ker p*+! y, como v es arbitraria, ker p* C ker ptt, 


k+1 


Siv € ker p entonces p*+l(w) = 0. Queremos ver que p(v) € ker p* i.e. 


p*(p(v)) = 0. Pero como p+! (v) = 0 y p*(p(w)) = ptt (v) = 0 hemos terminado.s 


5.9 PROPOSICION. Sea p € Homg(V,V) nilpotente de índice r. En- 
tonces p posee una matriz asociada diagonal por bloques que son de la forma 


010 —-.. 00 
001 —-. 00 
0o00- 0i 
000.. 00 
Demostración. Sea n = dim V, m; = dim ker ø, i = 1,...,r. Como p” = 0, 


V = ker p" y como p"71 Æ 0, ker p"7t 4 V. Luego m,-1 < M, =n. Por el lema 
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5.8, ker p! C ker p? C <- C ker p” = V. Por inducción, podemos escoger una base 
{u1 ..., Un} de V tal que 
[u],...,Um, } es una base de ker p. 

Escojamos una base nueva de V para la cual p posee la forma deseada: pongá- 


mosla con cierto orden; 


U(1,r) = Um,-1+1 


U(2)r) = Um, 142 


Um,—mp-1,1) = Vm, y 


U(1,r-1) 5 PU(1,r) 


U(2)r=1) = PU(2,r) 


Um,—mp-1,r-1) = PU(m,—my-1),r)* 


Por el problema 5.6, Xi = {v1,..., On nc €S UN 
subconjunto linealmente independiente de ker p"7!. Extendemos X; a una base de 
ker p"! adjuntando nuevos elementos como 


Um, —m,-1+1,r—1) 
Um, —my-1+2,r—1) 


Um,-1—mp-2)r-1)* 


Sea 
U(1,r-2) = PU(1,r—1) 


U(2,r-2) = PU(2,r—1) 


U(m,-1—mp-2,r-2) = PUm,-1—mp-2,r1)* 
Por el problema 5.6 se tiene que 
Xə —= [o1, rá Um, 37 U(1,r—2)»> de A E E 
es un subconjunto linealmente independiente de ker p”7? el cual podemos extender 
a una base de ker p"7? adjuntándole elementos de la forma 


Um, -¡—m,-2+1,r-2) 
(m,-1—mMp-242,r-2) 


Um,-2-mMp-3,12)* 
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Si seguimos con este proceso obtendremos una base para V rearreglada como 


Un» +++ Um, —mp-1,1) 

U1)r1)> + Um, —my-1 11) > +++ Um, -1—my-2,r—1) 

U(1,2)> e Um, —my-1,2)> ...  Um,-1 —Mp-2,2)> ... s Umoa—m1,2) 

u(1,1)> ... Um, —my-1,1)> ... s U(m,-1—my-2,1)> ... >, U(ma=m1,1)> ... »U(m1,1) 


El último renglón es una base para ker p!. El último y el penúltimo renglón son 
una base para ker p? y así sucesivamente. Obsérvese que cada vector se transforma 
bajo p en el vector inmediato inferior, o en cero si el vector es del último renglón, 
i.e., 

_fuaj-) sij>l 
Pulj) = (94 e j=1. 


Por la proposición 5.7, p tendrá la forma requerida si las uç; j} se ordenan lexi- 
cográficamente, comenzando por u(y 1) y subiendo por la primera columna hasta 
U(1,r); luego brincando a u(2,1) hasta arriba, etcétera.m 


5.10 COROLARIO. En la proposición 5.9, existe al menos una matriz 
de orden r, las otras son de órdenes menores o iguales a r. El número de 
matrices de cada orden posible está determinado en forma única por p y el 
número de matrices de todos los órdenes es igual a la dimensión de ker p. 


Demostración. Hay Mr, — m,-_1 elementos de la diagonal de orden r; 
(m,-1 — My-2) — (Mr — My-1) = 2M,_1 — Mr — My_2 elementos de la diago- 
nal de orden r — 1; ... , 2m2 — Mı — m3 elementos de la diagonal de orden 2 y 
2m, — ma elementos de la diagonal de orden 1. 


Como los números m;,...,my, están determinados en forma única por p, el 
número de elementos diagonales de cada orden están determinados en forma única 
por p. 


Como mi = (Mr — M1) + (2M,-1 — Mr — My_2) +- + 2M2 — Mı — mg) 4 


(2m, — m2), Mı = dim ker p! es el número de elementos de la diagonal de p.m 


Observe que, por 5.7 la matriz de 5.9 es nilpotente de índice igual a su orden. 
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5.11 TEOREMA. Sea p € Homg(V, V) tal que 
PA) = (A A1)" (A M2) + (A Ar)" y 
mplA) = (A = A1 )™ (A — A2)m2 ++ (A Ar)" 


donde A, € K. Entonces p posee una matriz asociada diagonal por bloques 
J (llamada forma canónica de Jordan de p) cuyos bloques son de la forma 


AM 10°- 0 0 

0 A 1 -- 0 0 
Ji; = : 

0 0 0 à 1 

0 0 0 Ài 


Demostración. Por 5.4, p = SHET filoya donde f¿(AJ" = (A — à;)™ es 
el polinomio mínimo de p| ker filo)" Por el teorema de Cayley-Hamilton cada 
Plker f,(p)n es raíz de su polinomio mínimo, i.e. (P|ker fi(n — Aid)" = 0 para i = 
1,...,r. Definamos N; = p|ker (py — ÀiT, para i = 1,...,r. Luego plrer filoni = 
N; + Ail donde N}? = 0. Por 5.9 podemos escoger una base tal que pļker filpri 
tenga una matriz asociada diagonal por bloques cuyos elementos diagonales son las 
matrices Jij. La suma directa de las matrices asociadas a p|xer f,(pym la denotaremos 
con J y por el problema 5.1, es la matriz asociada a p.m 


5.12 EJEMPLO. Sea p un operador lineal con polinomio característico pp(A) = 
(A-3)*(A—2)* y con polinomio mínimo m,(A) = (A—3)?(A—2)?. Su forma canónica 


de Jordan es (véase el problema 5.8) 


3 1 
3 o bien es 
2 1 
0_2 
2 


La primera matriz ocurre cuando p tiene tres vectores característicos linealmente 


independientes correspondientes al 3. La segunda matriz ocurre cuando p tiene dos 


vectores independientes correspondientes al 3. 


Lo que hemos hecho es lo siguiente: en 1.1 definimos una relación de similari- 
dad entre matrices y en 1.2 probamos que era de equivalencia. En 1.3 vimos que 
cualesquiera dos matrices representan a un mismo operador lineal si, y sólo si, son 


similares una con la otra. 
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Las formas canónicas triangular y de Jordan para un operador lineal p existen si, 
y sólo si, el polinomio característico de p posee todas sus raíces en un campo base 
K, (lo cual es cierto si K = C pero no lo es si K = R en general). Sin embargo, 
si esto no sucede, siempre podemos obtener un campo K adjuntando raíces de tal 
forma que los polinomios mínimo y característico se factoricen en factores lineales 
y entonces podríamos decir que todo operador posee una forma canónica de Jordan 
y que toda matriz es similar a una matriz en forma canónica de Jordan. También 
vimos que una clase de transformaciones que tienen todas sus raíces características 
en un campo K fueron las nilpotentes, luego siempre se pueden poner en forma 
triangular. 


PROBLEMAS 


5.1 Sea p € Homg(V,V) y V = 0%_,U; con U; invariante bajo p. Pruebe que si 
la matriz asociada a ply, es X; entonces p posee una matriz asociada por bloques 
de la forma 


X 0 0 
0 X% 0 

xe i j 
0 0 X, 


que denotaremos como X = ®_;X;. 


5.2 Sea M una matriz cuadrada diferente de I tal que M? = I. Compruebe si M 
es similar a una matriz diagonal con los coeficientes de M reales o complejos. 


5.3 Pruebe con detalle que el operador f(p) dado en la demostración de 5.5 envía 
cualquier vector de la base al cero. 


5.4 Sea p € Homx(V, V) un operador nilpotente de índice r, y v € V tal que 
p”! 4 0. Pruebe que el conjunto {v, p(v), p*(v),..., p"7*(v)) es linealmente inde- 


pendiente y genera un subespacio invariante bajo p. 


5.5 Pruebe que la restricción p' de p al subespacio generado por el conjunto 
Lv, plv), ...,p"7*(v)| del problema 5.4 es nilpotente de índice r. 


5.6 Sea p € Homk(V,V), {v1,... v} una base de ker p"?, {v1,..., Ut, 
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u1,...,U4,) una base de ker p""! y [01,...,04,U],...,Ux,W],...,W,) una base 
de ker p”. Pruebe que [01,...,v, p(w1),..., p(ws)) es un subconjunto linealmente 


r—1 


independiente de ker p 


5.7 Pruebe que el polinomio mínimo de un operador nilpotente de índice r es 
m(A) = A” y que su único valor característico es el cero. 


5.8 Pruebe que, en la terminología de 5.11, existe al menos una matriz Jij de 
orden ny; y que el resto de las J;j poseen órdenes menores o iguales a 17¿. También 
demuestre que la suma de los órdenes de J;; es igual a pz. 


5.9 Encuentre todas las posibles formas canónicas de Jordan de un operador 
p € Homx(V, V) cuyo polinomio característico es p,(A) = (A— 3% — 7)?. 


5.10 Si m,(A) = (A— 7)? es el polinomio mínimo de una matriz de orden 7, 
encuentre todas las posibles formas canónicas de Jordan. 


5.11 Pruebe que dos operadores lineales cualesquiera son similares (proporcione 
una definición adecuada de similaridad de operadores) si, y sólo si, poseen la misma 


forma canónica de Jordan. 


Capítulo III 
FORMAS Y OPERADORES 


II.1 FORMAS BILINEALES 


1.1 DEFINICION. Sean U, V y W espacios vectoriales sobre un campo K. 
Una función f: U x V — W se llama bilineal si: 


(i) fu +u2,v) = fu, v) + fu, v) 
(ii) f(u,v1 + v2) = f(u, v1) + f(u, va) y 
(ii) f(u, v) = Af (u,v) = f(u, Av); u1, u2,u E U; v1, 02,0 E V; AEK. 


Es decir, f: U x V — W es bilineal si es lineal en cada variable cuando la otra 
se mantiene fija. 


Observación. Lo anterior significa que si v € V se mantiene fija en U x V, 
la función u — f(u,v) es lineal y por lo tanto es un elemento de Homg(U, W). 
De igual forma, si u € U se mantiene fija en U x V, la función v — f(u,v) es 
lineal y pertenece a Homg(V,W). Esto no significa que f sea lineal como función 
f:U x V — W. Por ejemplo, f: Rx R —> R dada por f(u,v) = uv es bilineal 
pero no es lineal. Otro ejemplo, f: Rx R — R dada por f(u, v) = u+v es lineal 
pero no es bilineal. 
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1.2 EJEMPLO. Sea A una matriz de m x n. Definamos 
f: K™ x K” — K 


mediante f(X, Y) =*X AY. Esto es 


411 Ain Yı 
(lija Ema) : 
m1 Amn Yn 
m m yı 
= > Tilil,- -3 > Lilin : 
i=1 i=1 Un 
n m 
=) tayy 
j=1i=1 
n m 
= > > QijLiYj. 
j=1i=1 


Es inmediato comprobar que f(X, Y) € K y que es bilineal, ya que las propiedades 
de las matrices establecen que *XA(Y + Y”) = ‘XAY +*XAY' y *XA(MY) = 
ACX AY). 


2 11 21 yı 
Por ejemplo, si A= | 1 3 3], X =| z2] y Y =| y2 | entonces 
2 1 1 23 Y3 


2 1 1 Yı 
PAY) = enana h A :) (2) 


yı 
= (211 + £2 + 2£3, £1 + 3L2 + 23,121 + 322 + 23) (2) 
Y3 


= 221Y1 + £2Y1 + 223Y1 + 11Y2 + IT2Y2 + U3Ya + 2143 + 32243 + T3Y3- 


Si en 1.1, W = K diremos que f es una forma bilineal. Denotamos con 
L? (U,V; K) el conjunto de formas bilineales de U x V en K. Si U = V, sim- 
plemente denotamos a L? (V, V; K) con L?(V; K) o con Bil(V) entendiéndose que 
se trata de formas bilineales de V x V en K, que son las que consideraremos en 
adelante. 


A Bil(V) le podemos dar una estructura de espacio vectorial mediante las reglas 
(f +g)(u, v) = f(u, v) + glu, v) y (Af)(u, v) = Af (u,v) para f,g € Bil(V), AE K. 
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Consideremos el caso en que tengamos el espacio vectorial de homomorfismos 
Homk(V, K). Sus elementos f: Y — K, que son homomorfismos o aplicaciones 
lineales, se acostumbra llamarlos funcionales lineales o formas lineales. También 
se acostumbra denotar a Homx(V, K) con L*(V; K) o simplemente V* y se le llama 
espacio dual de V. Su estructura está dada por 


(f+9)Jl0) = f(u) + glv) y 
APO =Aflv); ve V,A e K. 


Aquí vemos a K como espacio vectorial sobre sí mismo. 


1.3 EJEMPLO. Sea V = Mn(K) el espacio de las matrices cuadradas de n x n. 
Sea f = tr: Mn(K) — K dada por tr(A) = a11 + a22 + +- + ann, i.e., la traza de 


q11 *:: Qin 
la matriz A = ; : |- Como tr(A+ B) =trA+trB y tr(AA) = àtrA, 


Ani *** Ann 
tr es un funcional. 


1.4 EJEMPLO. Sea V = K”. Si f € Homk(V, K) = V*, f tiene una repre- 
sentación matricial de la forma 


Tı 
F(21,--.,Un) = (a1,02,...,an) | : | = artı + atz +--+ anTn 
Un 


llamada también forma lineal. 


Sabemos que si dim V = n entonces dim V* = n pues V* = Homk(V, K) y por 
el teorema 1.5.3 dim Homx(V, K) =n-1=n. 


Veamos como determinar una base para V* a partir de una base de V. 


1.5 PROPOSICION. Sea {v1,..., un} una base del espacio vectorial V 
sobre K. Sean fi,..., fn € Homk(V, K) = V* funcionales dadas por fi(v;) = 
ðij, donde 0,5 es la delta de Kronecker, i.e., di = € ei a Entonces 
{fi}; es una base de V*. 

Demostración. Veamos que [f,)”_, es linealmente independiente: Suponga- 
mos que A1 fi +- +Anfn = 0. Evaluando en vı obtenemos Ar fi (01) +- + 
Anfnlv1i) = à- 1 = 0(v1) = 0. Luego Ar = 0. Análogamente, evaluando en 
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U2,U3,..., Un Obtenemos que A2 = Az = ++- = An = 0. Luego {fi}; es linealmente 
independiente. Como dim V* = n y {fi}; es linealmente independiente, es una 
base de V*. Sin embargo veamos directamente que { f,)?_, genera a V*: sea f € V* 
tal que f(u;) = A;. Sea p = X; Ai fi- Luego p(v1) = Ni, Aifilv1) = Ar, olv) = 
A2,...,P(Un) = An. Así que f(vi) = d(v;) para toda i = 1,...,n. Puesto que f y 
$ son iguales al evaluarlas en los elementos de la base de V, f = 9 = Y, Ài fi 
Luego {fi}; genera a V*.n 


La base de V*, así obtenida, se llama base dual. 


1.6 EJEMPLO. Consideremos la base ((1,1),(3,1)) de R°. Encontremos 
su base dual para (IR?)* = Homg(R?, IR). Deseamos encontrar funcionales 
filz, y) = ax + By y felz, y) = yz + ôy tales que fı(1,1) = 1 , f1(3,1) = 0, 
fa(1,1) = 0, f2(3,1) = 1. Luego 

f(1,1)=1la+18=1 
f(3,1) =30+18= a 


3 


1 
Resolviendo el sistema obtenemos a = Y b= 7 


También 
f(1,1)=y+8=0 
fa(3,1)=3y+6=1 


1 1 
Resolviendo el sistema obtenemos y = zY ô= EN Por lo tanto, una base dual es 


1 3 1 1 
(teo = a 3) falz, y) = ge zy} 


1.7 PROPOSICION. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita so- 
bre un campo K. Sea {vi}; una base de V y {fi}: su base dual. Entonces 


(1) siv €V, v es de la forma 
v= flojos + faloa +--+ falujon y 
(ii) si f € V*, f es de la forma 
f = fi) fi + f(u)f +-+ fUn) fn- 


Demostración. (i) Sea v = 4101 + 4202 + +- + anUn. Evaluando fiv) = 
filaivi +--+ anvn) = a; para i = 1,...,n. Luego v = filvjui + + fa(v)o,. 
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(ii) Sea v = f,(v)ur+-**+fn(v)Un- Luego f(v) = filv) fwr) +++ fn) fUn) = 
flv) fiw) +--+ flun) falv) = (f(v) fi +--+ (ur) fa) (v) para toda v en V. Así 
que f = f(v) fi + + fUn) fnm 


A continuación encontremos una base para Bil(V). 


1.8 PROPOSICION. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K de 
dimensión n. Si {fi}; es una base para V* entonces [f;¡)?;-, dado por 
fijlu, v) = filu) fiv) es una base para Bil(V). 

Demostración. Sea {v;};—ı una base de V, dual de { fi };—-1. Veamos que { fij} 
es linealmente independiente: supongamos que > a;j fij = 0. Entonces para índices 
rs = 1,...,n tenemos que (J aijfij (Ur, Us) =  »MijfijlUr, Us) 
= X aij filur) fj (vs) = Y 4rjdirdjs = Qs = Olur, Us) = 0. Por lo tanto {fi} es 
linealmente independiente. 

Veamos que {fij} genera a Bil(V): sea f € Bil(V) y aip = f(vi,v;). Basta 
probar que f(ur, vs) = (X aij fij) (Ur, Us) para r,s = 1,...,n. Pero como antes, 
(X aij fij) (Ur, Vs) = ars = f (Vr, vs), luego {fij} genera Bil(V).m 

Observe que dim Bil(V) = n?. 


Sea V un espacio vectorial con base y = {v1,..., Un} y sea f: V x V — K una 
forma bilineal de V. Si u = 0101 +--+ QnUn y v = P101 +-+ + BnUn son vectores 
de V, 


F(u, v) = FO aivi Y Bjo) 
i=1 j=1 
= 0161f(v1,01) + 0182 $ (01, v2) + >: + An Bn f (Un, Un) 
= Y 048,f(v;, 03). 
i, j=1 


Sea A = (a;j) la matriz cuadrada tal que as; = f(v;, vj); luego 


n 


f(u, v) = 5 Qibjaij 


i, j=1 
Br 
= (01,+...,0JA | : 
Bn 
= tluj Alo], 


Llamaremos a A matriz asociada a la forma bilineal f con respecto a la base 
y. A menudo denotamos a A como [f]. 
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1.9 EJEMPLO. Sea f: R?x R? — R una forma bilineal dada por 


f((a1, 0%), (81, B2)) = 4a2b2 y y = 11,72) = ((1,1), (3,1)) una base de R?. Cal- 
culemos la matriz asociada a f con respecto a y, i.e., A = (aij) donde aij = f (Yi, y;) 


au = f(n) = (0,1), (1,1))=4-1-1=4 
a = (1,1) = (0,1), (3,1)) =4-1-1=4 
(72, 11) 
(72, 12) 


Luego A = (3 1) 


1.10 EJEMPLO. Sea f como en el ejemplo anterior. Calculemos la matriz B 
asociada a f con respecto a la base y = (91,72) = {(2,1), (1, —1)}: 


bu = (1,1) = F(Q, 1), (2,1)) =4 

bi2 = (1,1) = f((2, 1), 1,—1)) = -4 
ba = (1,1) = F(1, —1), (2, 1)) = —4 
b22 = f(y2, 12) = F(1, —1), (1, —1)) = 4 


Luego B = (A Po. 
Ahora, calculemos la matriz de transición N de la base y a la base y” del ejemplo 
1.9: 


1 
1=(0,10)=1,D)+48,1) =à = 354 


Y = (1,—1) = n(1,1) + (3,1) = n = —2, ô= 1. 


t _ (1/2 1/2 ls ra 1/2 -2 = (1 4) = 
Observe que *NAN = (Y A ) 44 VE AISLE AS B. 
Establezcamos la observación del ejemplo 1.10 en el siguiente teorema: 


1.11 TEOREMA. Sea f:V xV — K una forma bilineal. Si N es la 
matriz de transición de una base y a una base y” de V entonces la matriz 
B asociada a f con respecto a la base y' es 


B=*NAN 
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donde A es la matriz asociada a f con respecto a y. 

Demostración. Sean u,v € V arbitrarios. Por 1.5.9 N[u]y = lu], y Nl[v],. = 
[v],,. Luego *[u], = tluj tN. Así que f(u,v) = *[u], Alu], = 
tu *NANT[v],. Por lo tanto, ‘NAN es la matriz asociada a f con respecto a 


1 


ym 


1.12 TEOREMA. Sea f: Vx V — K una forma bilineal, y = {v1,..., Un} 
una base de V y |f], la matriz asociada a la forma bilineal f. Entonces 
Bil(V) S M (K) dado por f — [f].,. 


Demostración. Es claro que f — [f] es biyectiva pues f está determinada 
por f(vi, vj). Veamos que es lineal: como 


(f+ F) (vi vy) al F(u;, vg) + f'(v;, vi) y 
(Af) (vi, vj) = Af (vi, vj) para i,j =1,...,n, 


se tiene que [f + fly = [fly +14, y Af], =A[f],.1 


1.13 PROPOSICION. Sean {u;i}; y {vi}; bases de V. Sean 4 fiy; y 
{gi}; bases de V* duales de {u;i} y {vi} respectivamente. Sea N la matriz 
de transición de la base {u;i} en la base {v;}. Entonces tNT! es la matriz de 
transición de la base {fi} en la base {gi}. 


Demostración. Recuérdese (1.5.7) que la matriz N es la matriz cuadrada tras- 
puesta de la asociada al sistema 


vi = 01141 T > T Olnún 
Un = QU T t T QnnUn 
Qili > Qni Qil * Qin 
: A A t t a s 
1.€. N= : : = (aij) y N= : : = (aij). 
Qin ` Qnn Ani + Ann 


De la misma manera, la matriz de transición B de la base {fi} a [g;) es la 


traspuesta de la asociada al sistema 


g = Buf sis Bin fn 


Ia = bmfi sr Bon fa 
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Br1 eS Bni 
: t 
i.e. B= : ; = (biz): 
Bin EN Bnn 

AE ] , 
Deseamos ver que B = ÉN. Para ello, veamos que BÉN = I, y así tendremos que 


B=*N"*. Pero 


dij = gilvj) = (Bi fi +- + Bin fn) (ajru +: + Anun) 


= YY biraje frlu) 
k £ 
a 5 PikQjk 
k=1 


n 
DE Piro; (akj = 051). 
k=1 


II 


Luego BÉN = I.m 
¿Qué sucede cuando consideramos el espacio dual de V*? Lo denotaremos con 
¿Qué relación existe entre V y V**? Veremos que V = V**, pero antes nece- 


sitaremos un resultado previo que vale para espacios de dimensión infinita pero que 
no probaremos aquí. 


1.14 LEMA. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita n yv € V 
diferente de cero. Entonces existe un elemento f € V* tal que f(v) 40. 
Demostración. Como v % 0, podemos completar una base de V de la forma 


[v],02,03,...,U/p con vı =v. Sea [f1,..., fn} la base dual. Entonces fı(vı) = 


filv) =1# 0. 


1.15 TEOREMA. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre 
un campo K. La aplicación y: V — V** dada por (v) = v donde v(f) = f(v) 
Vv € V es un isomorfismo. 


Demostración. Veamos que y es lineal: 


=U(f) + U(f) = vu) (8) + vv) 04) 
PAUS) = Auf) = fu) = Af (u) 
= U(f) = Apu) (f) 


Luego y es lineal. 
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Sea v Æ 0, v € V. Por el lema 1.14, existe un funcional f € V* tal que f(v) 4 0. 


Luego 0% f(v) = U(f) = v(v)(f) para toda v Æ 0, por lo que y 4 0, es decir, Y es 
no singular (ker y = {0}). Por 1.4.7 y) es invertible y como dim V** = dim V* = 
dim V, y es un isomorfismo.n 


Observe que la función lineal 4: V — V** se definió sin hacer mención de una 
base. 


A Y de 1.15 se le llama aplicación u homomorfismo natural de V en V**. Si 
V no es de dimensión finita, Y no es suprayectiva. 


PROBLEMAS 


1.1 Pruebe que la función f:R”" x R” —= R dada por 
Flor... £m), (Y1, ---;Ym)) = TiY1 + Laya + ::* + UmYm es bilineal. A f, así 
definida, se le llama producto escalar. 


1.2 Encuentre la base del espacio dual de V para 
(a) V = R°? con base {(2, 1), (-3,87)). 
(b) V = R? con base {(0,1, 1), (0, 1, —1), (2, 4, —3)}. 


1.3 Sea f: K™ x K” — K una aplicación bilineal. Pruebe que existe una matriz 
única A tal que f(X,Y) = XAY y que el conjunto de aplicaciones bilineales 
L? (K™, K”; K) es un espacio vectorial sobre K isomorfo a Mmxn( K). 


1.4 Considere f: R? x R? — R dado por f((œ1, az), (61, 62)) = 30162 — @2b1. 
(i) Compruebe que f es bilineal. 


(ii) Encuentre la matriz asociada a f con respecto a la base y = {(2,1), 
(-3,87)). 

(111) Encuentre la matriz asociada a f con respecto a la base y” = ((1,—1), 
(2,1). 


1.5 Sea V = R? con bases y = {(0, 1,1), (0, 1, —1), (2,4, —3)} y y = [(1,0,0), 
(0, 1,0), (0,0, 1)}. 


(i) Encuentre la matriz de transición de la base y en la base y”. 
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(ii) Encuentre las bases duales de y y y en (IR*)*. 


(iii) Encuentre la matriz de transición de la base dual de y en la base dual de y. 


1.6 Sea U un subconjunto de un espacio vectorial V sobre un campo K. Un 
funcional f € V* se llama aniquilador o anulador de U si f(u) = 0 para toda 
u E€ U. Sea U* = {f € V*|f(u) =0 Vu €U}. Pruebe que: 


(i) U* es un subespacio de V*. 


(11) Si V es de dimensión finita y U es un subespacio de V entonces dim U* + 
dim U = dim V y (U%* = U. 


1.7 Sea U el subespacio de R? generado por los vectores uy = (4,3,1) y us = 
(1, 4,3). Encuentre una base para U”. 


1.8 El rango de una forma bilineal f: Y x V — K se define como el rango de 
la matriz asociada a f y se denota rg(f). Se dice que f es una forma bilineal 
degenerada si rg(f) < dim V. Se dice que f es no degenerada si rg(f) = 
dim V. Pruebe que el producto escalar del problema 1.1 es una forma bilineal no 
degenerada. 
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111.2 FORMAS BILINEALES SIMETRICAS, 
ANTISIMETRICAS, ALTERNANTES 
Y HERMITIANAS. 
FORMAS CUADRATICAS. 


Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. 


2.1 DEFINICION. Sea f una forma bilineal de V. Diremos que f es simétrica 
si f(u,v) = f(v,u) para toda u, v € V. 


Recuerde que una matriz se llama simétrica si es igual a su traspuesta. Veamos 
como se relaciona el concepto de simetría de una forma bilineal con el de una matriz 
simétrica. Sea A la matriz asociada a la forma bilineal simétrica f. Entonces, si V 
es de dimensión finita, podemos escribir f como en el ejemplo 1.2 


f: K” x K” — K dada por 
F(X,Y) =*X AY. 


Pero *XAY = t(' XAY), puesto que es un escalar. Luego ‘XAY = 'Y'AX. 
Como f es simétrica, f(X, Y) = ‘XAY ='*Y*AX ='YAX = f(Y,X) V (X,Y). 
Luego *A = A. Análogamente, si A = tA entonces f(X,Y) = f(Y, X). Por lo 
tanto, una forma bilineal es simétrica si, y sólo si, su matriz asociada es simétrica. 
Observemos que si f posee una matriz asociada en forma diagonal entonces f es 


simétrica pues toda matriz diagonal es simétrica. 


2.2 DEFINICION. Sea f:V x V — K una forma bilineal simétrica. La 
forma cuadrática asociada a f es la función q: V —> K dada por q(v) = f(v, v), 
vev. 


Observe que una forma cuadrática es lineal solamente cuando f es la función 


trivial. 


Sea A la matriz simétrica asociada a la forma bilineal simétrica f. Entonces 


podemos escribir 
(X) = F(X, X) ='XAX 


En otra forma, esto es 
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Q11 ++: Qin Tı 
(ita) : : 
Ant *** Ann Tn 
= > Oj TL; 
ij 
2 2 2 
=0111Í + 02923 + *** + AnnT; t 2 > QijLilj. 
i<j 


Si A es diagonal, entonces q(X) = a11£?+- - -+annz? y como más adelante veremos, 


éste es siempre el caso. 
Considere la expresión y las igualdades siguientes 
glu +v) — qlu) — glv) = f(u + v,u + v) — fu, u) — f(v, v) 
= f(u,u) + f(u, v) + f(v, u) + f(v, v) — f(u, u) — f(v, v) 
= 2f (u,v) 
Si el campo K es tal que 1+1 # 0 podremos dividir entre 2 y tendremos la siguiente 
expresión que permite obtener f a partir de q: 


f(u, v) = z lalu + v) — alu) — alv)]. 


2.3 EJEMPLO. Sea X = (x,y) y q(x,y) = 9x? — 8xy — 3y? una forma 
cuadrática. La matriz simétrica asociada a q posee elementos diagonales iguales 
a los coeficientes de los términos cuadrados y elementos a;;, ¿ 4 j, iguales a la 
mitad de los coeficientes de los términos no cuadrados. Luego 


(2% 33) 


Ahora encontremos la forma bilineal simétrica asociada a q: Consideremos vec- 


es la matriz simétrica asociada a q. 


tores Xy = (11,41) y X2 = (£2, ya); luego 


iaa oye aba) 


[9x1 + 29)? — 8(x£1 + 22)(y1 + ya) — 3(y1 + ya)? — 9? + 8x1Y1 


H3yi 9x5 H 82242 4 3y3] 


2 
1 
2 
2 
1 
2 


=- |2. 91112 81241 811Y2 2- 3y1ya] 


= 91119 — 4x2y1 — 4x1Y2 — 3y1ya. 
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Observe que los coeficientes de f son los elementos de la matriz simétrica asociada 
aq. 


2.4 TEOREMA. Sea f una forma bilineal simétrica f: VxVW — K tal que 
14+1%0enK (i.e. tal que K sea de característica diferente de 2). Entonces 
existe una base de V tal que f posee una matriz asociada diagonal. 


Demostración. La afirmación es obvia si dim V = 1 o si f = 0. Supongamos 
que n = dim V > 1 y que f 40. Si f(v,v) = 0 para toda v € V, utilizando la 
fórmula que permite obtener f a partir de q (la anterior al ejemplo 2.3), f = 0. 
Por lo tanto podemos suponer que existe un elemento vı € V tal que f(v,,v1) 40 
pues estamos considerando el caso en que f 4 0. Sea Vı = (vı) y U el subespacio 
generado por los elementos v € V tales que f(v1, v) = 0. Veremos que V = V, 9U 
y así, f restringida a U es una forma bilineal simétrica en U. Así tendríamos 
que dim U = n — 1 y por lo tanto existiría una base [va,...,Uv,) de U tal que 
f(vi vj) = 0 paraifjy2<1,  < n. Pero por la definición de U, f(v1,v;) = 0 
para j =2,...,n. Luego {v1,..., Un} es la base requerida tal que f(v;,v;) = 0, 
i Æ j y f posee una matriz asociada diagonal (véase la definición de matriz asociada 
a una forma bilineal f anterior al ejemplo 1.9). 


Nos resta probar que V = V, 9 U: veamos que Vı NU = {0}. Sea w € Y NU. 


Como w € Vi, w = Av, para à € K. Como wEeU,0= f(w,w) = f(v, Avı) = 
A? f (v1, v1). Pero f(v1,v1) Æ 0, luego à = 0 y por lo tanto w = Av, = 0 y 


V¡NU = {0}. Ahora, veamos que V = Vi +U. Sea v € V y sea u = v— Lety, 
1; U1 
Entonces 
f, v) 
= — + =0. 
fw, u) f(v, v) For, v) For, v1) 
è f(v, v) 7 A 7 
Luego u € U y, por lo anterior, v = u + 201 y así, v es la suma de un 
f(v, v) 


elemento de Vı y de un elemento de U.m 


Diremos que una matriz simétrica B es congruente a una matriz simétrica A si 
existe una matriz no singular o invertible N tal que B =*NAN. 


En términos de congruencia de matrices podemos interpretar el teorema anterior 
como sigue: si A es una matriz simétrica (con elementos en un campo de carac- 
terística diferente de 2) entonces A es congruente con una matriz diagonal, i.e., 
existe una matriz no singular o invertible N tal que ¿NAN es diagonal. 


Observe que 1.11 lo podemos formular para el caso de formas bilineales simétricas 
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como sigue: las matrices asociadas a una misma forma bilineal simétrica son con- 
gruentes entre sí. Nótese que si A es simétrica entonces ÉN AN es simétrica. 


También observe que, por el teorema 2.4, cuando la característica de K es 
diferente de 2, siempre podemos encontrar una matriz diagonal tal que la forma 
cuadrática posea una representación de la forma 


a(X) = anr? +e annt. 


2.5 DEFINICION. Sea f: V x V — K una forma bilineal. Diremos que f es 
antisimétrica si f(u, v) = — f(v, u) para toda u, v € V. 
Es claro que si V es de dimensión finita, f es antisimétrica si, y sólo si, su matriz 


asociada A es tal que A = —*A, es decir si, y sólo si, A es antisimétrica. 


Observe que si el campo K es tal que 1+1 Æ 0 (i.e. es de característica diferente 
de dos) y f antisimétrica entonces f(v, v) = — f(v, v) lo cual implica que f(v, v) = 0. 


2.6 PROPOSICION. Si f: V x V — K es una forma bilineal, entonces 
f es la suma de una forma bilineal simétrica y de una forma bilineal anti- 
simétrica. 


Demostración. Sea s(u,v) = Tu) + f(v,u)) y alu,v) = Tu) — 


F(0,u)). Luego s(u,v) = Elu) + S(0,0)) = Fou) + S(4,0)) = slou) 
y a(u,v) = ¿(a v) — f(v,u)) = < u) — flu,v)) = —a(v,u). Así, s es 


simétrica y a es antisimétrica. Luego pa =s+a.m 


2.7 DEFINICION. Una forma bilineal f se llama alternante si f(v, v) = 0 
para toda v € V. 


Ahora, consideremos formas bilineales f: V x V — K donde K = R. 


2.8 TEOREMA. Sea f: V x V — R una forma bilineal simétrica. En- 
tonces V posee una base tal que la matriz asociada a f es diagonal y 
cualquier otra matriz diagonal asociada a f posee el mismo número de 
elementos positivos y el mismo número de elementos negativos. 


Demostración. Por el teorema anterior existe una base (0,)?_, tal que f posee 
una matriz asociada diagonal. Sea (v/)”_, otra base tal que la matriz asociada a 
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f es diagonal. Sean ny, y n/, los números de elementos positivos, y n- y n! los 

números de elementos negativos de las matrices asociadas a f con respecto a las 
f 

bases {v;} y {v;}. 


Sabemos que rg( f) =n4+n_ = n! +n. Veamos que n} = n/, : sea V} el subes- 
pacio generado por {v1,... , Un, } y V- el subespacio generado por Wna Usd 


Luego f(v,v) >0si0*%vEV, y f(v,v) <0si0XvE V’. Así que VOV! = {0} 
y dim V, = n4 y dim V! =n—n!, . Entonces dim (V, + V”) = dim V} + dim V” — 
dim (VAV!) =n4+(n—n!,)-0 =n,—n!, +n. Pero dim (V,+V2) < dim V =n. 
Luego n4 — n +n < n, i.e., n} < n/,. Análogamente n’, < n+ y por lo tanto 
tendremos ny = n’ . Es claro que esto es suficiente para probar el teorema pues 
podríamos comenzar la demostración con los elementos negativos.a 


El teorema anterior se llama ley de la inercia de Sylvester. 


Consideremos el caso en que K = CU. Diremos que una forma f:V x V — C 
es hermitiana si 


(i) FO + ua, v) = Af (v1, v) + uf (va, uv) y 


(i) f(u,v) = f(v,u) para 01,02, € V; A, pe C. 


A veces se les llama formas bilineales hermitianas, a pesar de que no son 
bilineales, pues el escalar de la segunda variable sale “conjugado” (problema 2.4). 


Definimos q: Y —> R dado por q(v) = f(v,v) como la forma cuadrática 
hermitiana o compleja asociada a la forma bilineal hermitiana f. f se obtiene a 


1 
partir de q mediante la fórmula f(u,v) = (alu Hv) — q(u— v)) 4 (alu H iv) 
q(u — iv)) y también se tiene un resultado análogo a 2.8 para formas bilineales 
hermitianas. 


PROBLEMAS 


2.1 Considere las formas cuadrátricas siguientes y encuentre su matriz asociada, 
así como la forma bilineal correspondiente: 


(i) a(z, y) = 18x? — 4ry — 9” 
(ii) q(x, y) = x° — xy 
(iii) q(2,y,2) = £? + 4yz — xz 
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2.2 Para cada matriz A asociada a las formas del problema 2.1 que sea simétrica 
encuentre una matriz no singular N tal que NAN sea diagonal. 


2.3 En los términos del teorema 2.8 se define el signo de una forma bilineal 
f:V x V — R como sgf = n} —n-_. Se dice que f está definida positivamente 
si f(v,v) > 0 Ww 40 y que está semidefinida no negativamente si f(v,v) > 0 
Vu € V. 
(i) Pruebe que f está definida positivamente si, y sólo si, dim V = sg( f). 
(ii) Pruebe que f está semidefinida no negativamente si, y sólo si, sg(f) = rg(f) 
y 


(ii) analice las formas de los problemas 2.1 y 1.1 y diga sus características. 


2.4 Sea f:V x V — C una forma bilineal hermitiana. Pruebe que 
f(v, Avı + pva) = Af (v, v1) + Af (v, v2). 


2.5 Sea A = (a;;) la matriz cuadrada donde a;; denota al conjugado complejo 
de aij. Sea A* = tA = tA. Una matriz se llama hermitiana si A* = A, i.e., 
si aij = ūji: Pruebe que si A es hermitiana, f(X, Y) = *X AY define una forma 


hermitiana en ©”. 


2.6 Compruebe la fórmula que permite obtener la forma hermitiana a partir de 
la forma cuadrática hermitiana asociada 


2.7 Establezca el resultado análogo al del teorema 2.8 para formas bilineales her- 


mitianas. 


2.8 Pruebe que la congruencia de matrices simétricas es una relación de equiva- 


lencia. 


2.9 Pruebe que cualquier forma cuadrática sobre R es de la forma q(X) = x? + 


-+2 — g? 1 — e g? donde X = (11,...,tn). (Sugerencia: considere la matriz 
diagonal N con elementos iguales a 1 si a;; = 0 y 1/ laal si aji 4 0 donde A = (aii) 
es la matriz diagonal asociada a la forma cuadrática q(X) = aj1£? +- + annz?. 
Luego A es congruente con la matriz diagonal requerida). 
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II.3 PRODUCTO ESCALAR 


3.1 DEFINICION. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K = R o Č. 
Si K = R, un producto escalar en V sobre R. es una forma bilineal simétrica 
definida positivamente. Si K = C, un producto escalar en V sobre Œ es una 
forma hermitiana definida positivamente (i.e. tal que f(v,v) > 0 Ww 4 0). 


Es decir, si V es un espacio vectorial real o complejo, la forma bilineal 
(,): Vx V — K tal que 
(i) (Avı + va, v) = A(u1, v) + (va, v) 
(ii) (u,v) =(v,u) y 
(Gii) (v,v) >0siv #0 
se llama producto escalar. También se le acostumbra llamar producto interno. 


Un espacio vectorial que posee un producto escalar se llama espacto con pro- 
ducto escalar. Si el producto escalar es sobre IR, al espacio vectorial se le llama 
espacio euclidiano y si el campo es Œ , se le llama espacio unitario. 


Observe que 


3.2 EJEMPLOS. (i) Los problemas 1.1 y 2.3 nos dicen que 
(JAR x R” — R 


es un producto escalar en V = R” sobre R. 


Gi) (, ):C” x C™ — TC dado por 
(X,Y) = 0191 +: H EmYm 


donde X = (z1,...,£m) € C” y Y = (y1,...,Ym) € UC” es un producto escalar 
en V = C” sobre C. 
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(iii) (, ):M,K x M,K — K dado por 


son productos escalares en M, K sobre K= RoC. 


A continuación definimos la norma o longitud de un vector v de un espacio 
vectorial V sobre K = R o Œ como 


Ilol] = Y (v, v). 


Observe que si {v, v} = 1 entonces ||v|| = 1 y llamaremos a v vector unitario o 
normalizado. 


3.3 PROPOSICION. Siv,w € V entonces |(v, w)| < |lv]| |w]||. (Desigualdad 
de Cauchy-Schwarz). 


Demostración. Si w = 0 entonces 0 < 0 y el resultado es cierto. Si w Æ 0, 


para cualquier à € R, como (w, w) = (w, v) y A= À, 


0< |w- (v,w)Aw||? = (v— w, ww, v — (v, w Aw) 


= (v, v) — lv, w Alw, v) — (w, w Alw, w) + w, ww, wA? (w, w) 

= lv, v) — w, w)Alo, w) — (v, w Alw, w) + w, wv, wA? (w, w) 

= |lu]? — 2A/(0, w)? + |(0, w) A? lw]? pues |(v, w)? = (v, w) (v, w) 
Ahora, si tomamos A = E obtenemos 0 < |wl|? — Kew Luego 


|w, w)? < ||v11?]|/w]/?. Tomando raíz cuadrada obtenemos el resultado requerido. m 


3.4 PROPOSICION. (i)|lv|| > 0 si v £0 
Gi) [JAv]] = JA] [fel] 
Gii) |v + wl|| < |lvi|+ |wi] (desigualdad del triángulo). 
Demostración. (i) Por 3.1, (v, v} > 0 si v 4 0, luego |lv[| = y (v, v) > 0 si 
v £0. 
(ii) Consideremos ||Av||? = (Av, Av) = AA(v, v) = JAl?|lv||2, luego tomemos la raíz 
cuadrada de ambos lados. 
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llv + wl? = (v + w,v +w) = (v, v) + (v, w) + (v, w) + (w, w) 


< [lol]? + 2llvl] wl] + Iwl? = (ell + lolh. 


Luego tómese la raíz cuadrada de ambos lados. 


Sea V un espacio vectorial con producto escalar. Diremos que los vectores v, w € 
V son ortogonales si (v, w) = 0. 

Si V es un espacio euclidiano, definimos el ángulo entre dos vectores no nulos 
u,v € V como 0 = arccos((u, v) /| Jul | |lv]|) para 8 € [0,7]. 


Sea U un subconjunto del espacio V y Ul = {v € V | (u,v) = 0 Vu € U} el 
conjunto ortogonala U. 


3.5 PROPOSICION. U- es un subespacio de V. 


Demostración. Como (u,0) = 0, 0 € U+. Sean v,v” € UŁ, entonces 
(u, Av + pu”) = Mu,v) + plu, v’) = A0 + 0 = 0. Por lo tanto Av + uv' € UŁ. 


3.6 DEFINICION. Sea ([u;F;_, un conjunto de vectores de un espacio vectorial 
V sobre un campo K = R o Œ. Diremos que {v;} es ortogonal si (vi, vj} = 0 para 
e posa s. SJO siif%j 
i £ j y ortonormal si (vi, vj} = 0; = 19 AEG 

A continuación estableceremos un procedimiento para encontrar una base orto- 


normal de un espacio vectorial V de dimensión finita, llamado procedimiento de 
Gram-Schmidt. 


3.7 TEOREMA. Sea {u;i}; una base del espacio vectorial de dimensión 
finita V sobre un campo K = R o C. Entonces existe una base ortonormal 
{vi}; de V tal que la matriz de transición es triangular. 


Demostración. Utilizaremos inducción sobre n = dim V. Si n = 1, con- 
A ur . 
sideremos vı = —7, luego {vı} es ortonormal. Supongamos que el conjunto 
P ; 
. n 
[v1,02,...,Un—1) es ortonormal. Veamos que si ùn = To. TP donde Wn = Un — 
Wn 


(Uun, U1)01 — (Un, V2)U2 — (Un, U3)U3g — +- — (Un, Un—1)Un—1, entonces el conjunto 
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[v1,...,vy ) es ortonormal. Pero un cálculo directo nos muestra que (w,,, v1) = 
(Wn, 02) =- = (Wn, 0n—1) = 0. Así, wn es ortogonal a cada v1,...,Un—1. Luego, 
el conjunto (01,..., Un} es ortonormal. 


Nos resta probar que el conjunto ortonormal es linealmente independiente: con- 
sidere 1101 +-+ +AnUn = 0 y calculemos (0, v;): 


0 = (0, vi) =(A101 +: + AnUn, vi) 
= Àg (V1, Vi) Hi + A(05, 05) He + An[Un, vi) = Ai. 


Luego ([v;)”_, es una base de V. Resumiendo, la base ortogonal se obtiene como 
sigue: 


v ei 
> [ful] 
E u2 (u2, U1)U1 
[u2 — (ua, v1)v1|| 
B= u3 — (uz, U1)U1 = (uz, v2)v2 
[luz — (uz, v1)u1 — (uz, v2}vəl| 


Un — (un, U1)01 SR (Un, Un—1)Un—1 


[lun — (un, viju — +++ — lun, Un —1) 01 || 


n 


Claramente, la matriz de transición de la base {u;} a {v;} es triangular. 


3.8 EJEMPLO. Sean u; = (1,0,0), uz = (1,1,0) y uz = (1, 1,1) los elementos 
de una base para R. Utilizando el procedimiento de 3.7 obtengamos una base 
ortonormal v1, v2, U3 para IR?. 

1,0,0 
e E (1,0,0). Luego, 
llull vi 
wa = u2 — (U2, V1) V1 
— (1, 1, 0) gz (G, 1, 0), (1, 0, 0)(, 0, 0) 
e (1, 1, 0) Sa (1, 0, 0) Fa (0, 1, 0) 


wa (0, 1,0) 


|lw2l| v1 


Consideremos va = 


= (0,1,0). 


Luego w3 = uz — (uz, v1)v1 — (u3, U2)U2 
= (1,1,1) — ((1,1,1),(1,0,0)}(1,0,0) — ((1,1,1),(0,1,0))(0,1,0) 
= (1,1,1) — (1,0,0) — (0,1,0) = (0,0, 1). 
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0,0,1 
Normalizando w3 obtenemos uz = 2 E (9,051) = (0,0,1). Luego 


||203|] v1 


{v1, vz, v3} es una base ortonormal para R3. 


3.9 TEOREMA. Si U es un subespacio de un espacio vectorial V de 
dimensión finita sobre un campo K, entonces V UU». 


Demostración. Sea {u1,..., us} una base de U. Extiéndase a una base 
{u1,..., Un} de V y aplique el procedimiento de Gram-Schmidt para obtener una 
base ortonormal {v1,..., Un} de V. Por lo tanto {v1,..., Us} es una base ortonor- 


mal de U y [Usy1,...,Un) C UŁ. Veamos que V = U + U+: siv € V entonces 
v = A101 +- + ÀnUn donde àvi +--+ + AÀsUs EU y Asy1U541 Het + AnUn E UL. 
Luego V = U +UŁ. Veamos que U N U+ = {0}: si u € UNU- entonces (u, u) = 0 
y por el problema 3.7, u = 0. Luego U N UŁ = {0}.u 


1237) 


Observe que si V = U GQ U+ entonces existe una proyección única 
(1.2.4) pu: V — V tal que im py = U y ker py = UŁ llamada proyección 
ortogonal de V en U. Por ejemplo, sea V = RÌ, U = {(0,0,n)| n € R} y UŁ = 
LO, m, 0)/A, y € R}. Entonces R? = U ẹ UŁ y pulA, u,n) = im pu = (0,0,1) es 
la proyección ortogonal de R? en U. 


Otro ejemplo es el siguiente: denotemos con AX = 0 al sistema de m ecuaciones 
lineales homogéneo con n incógnitas con coeficientes reales. El espacio solución U 
es el núcleo del operador lineal A. Es decir, U es el conjunto de todos los vectores 
ortogonales a cada renglón de A. Luego, U es el complemento ortogonal del espacio 
generado por los renglones de A. Además, por I.3.10, el teorema 3.9 nos dice que 
dim U = n — rango A. 


PROBLEMAS 


3.1 Verifique que los ejemplos de 3.2 son efectivamente productos escalares. 


3.2 Sea V = Cjo] el espacio de las funciones continuas sobre el intervalo [0,1] 
y K= Rot. Compruebe que ( , ):Cio1] X Cio] — K dado por (f,g) = 
f f(x)g(x)dx, x € [0,1] es un producto escalar en V = Cig 1] sobre K. 
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3.3 Compruebe utilizando los resultados de la sección II.2 que 
(, ):R?x R? — R dado por (X,Y) = 2z1y1 — 321y2 — 3x2y1 + 2x2y2 donde 
X = (11,22) y Y = (y1, Y2) es un producto escalar. 


3.4 Calcule la norma del vector u = (6,7) € R? con respecto al producto escalar 
del problema 3.3. 


3.5 Sea f=2a?+x+1 y g=32+21i. Calcule (f, 9), |f|] y llg|] con respecto al 
producto escalar del problema 3.2. 


3.6 Encuentre una base ortonormal para el subespacio de Cp 1] generado por 
[1, x, x°} con el producto escalar definido en el problema 3.2. 


3.7 Sea U un espacio vectorial sobre un campo K = R o Œ. Pruebe que 
(i) si (u,u) = 0 entonces u=0,u € U y 


(11) JJul| = 0 si y sólo si u = 0. 


3.8 Sea {v1,..., Us} un subconjunto ortogonal de un espacio vectorial V de di- 
mensión finita n. Pruebe que para cualquier v € V, 


s 2 
U, Ui 
> NS < lell? 
i=1 
(desigualdad de Bessel). 


3.9 Pruebe que, (i) si U es un subespacio de un espacio vectorial V de dimensión 
finita, entonces U = UŁ+; 


(ii) si V no es de dimensión finita entonces U C (U+)+. 


3.10 Sea V un espacio vectorial de dimensión finita con producto escalar. Pruebe 
que (U +U')+ = UŁ NU'} y que (UN U’) = UŁ +U’. 


3.11 Sea {v1,..., Un} una base ortonormal de un espacio vectorial V sobre un 
campo K. Pruebe que si v € V entonces v = (v, v1 yui + (v,va)ua +-+- + (W, Un )Un, 
y que si p: V — V es un operador lineal entonces el elemento ij de la matriz 
asociada A a p con respecto a la base dada es (p(v;), vi). 
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II.4 OPERADORES ADJUNTOS 


En esta sección K denota al campo R o Œ. 
Sea V un espacio vectorial con producto escalar sobre el campo K. Sea 
gV — V* tal que 
UH Ju 


la función dada por gy(u) = (u,v). Efectivamente, como gy(Au1 + ua) = 
(Mur + ua, uv) = Aur, v) + lua, v) = Agy(u1) + ugu(u2), tenemos que gy € V*. 
Entonces cada elemento v € V nos proporciona un funcional gy. Veamos que si V 
es de dimensión finita sucede lo inverso: 


4.1 TEOREMA. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre 
el campo K con producto escalar. Sea f:V — K un funcional. Entonces 
existe un único v € V tal que f(u) = (u,v) para toda u € V. 


Demostración. Sea {u1,..., Un} una base ortonormal de V. Sea v = f(u¡)u+ 


--- + f(un)un un elemento de V. Definamos 


9ulu;) = (ui, v) = (u, f(ur)ur +: + f(un)un) = f (ui). 
Luego gẹ = f pues coinciden en los elementos de la base. Veamos que v es único: 
supongamos que v’ € V es tal que f(u) = (u,v') para toda u € V. Entonces 
(u,v) = (u, v’), i.e. (u, v—v) = 0. Consideremos u = v—v' luego (v—v!,v—v”) = 0. 
Por lo tanto v — v' = 0 y v= v'm 


4.2 TEOREMA. Sea V como en 4.1 y p: Y — V un operador lineal. 
Entonces existe un operador lineal único p*: V — V tal que 
(pw), u) = (v, p*(u)) 
para toda u,v € V. 


Demostración. Sea u € V un elemento fijo de V. Consideremos la aplicación 
f:V — K dada por f(v) = (p(v), u) la cual es un funcional de V. Por 4.1 existe un 
elemento único u’ € V tal que (p(v), u) = (v, u’) para toda v € V. Sea p*: V — V 
tal que p*(u) = u’. Entonces 


(eto), u) = (o, p*(u)) 
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para toda u,v € V. Veamos que p* es lineal: 


(v, p"(Au + uu2)) = (p(v), Aur + uu) 

p(v), u1) + Alv), u2) 
“(u1)) + u(v, p* (u2)) 
“(u1) + up” (us)) 


u1, u2,v E€ V; A, u € K. Como v es arbitraria, por la unicidad de 4.1 
p* (Aui + ua) = Ap* (u1) + up” (u2), 
y por lo tanto p* es lineal. Dejamos probar la unicidad de p* al lector (problema 


4.1) 


Si la base de V es ortonormal se tiene la siguiente 


4.3 PROPOSICION. Si A = (aij) es la matriz asociada a p con respecto 
a una base ortonormal {u1,..., un} de V entonces la matriz asociada a p* 
es A*. 

Demostración. Por el problema 3.11 los elementos ij de las matrices aso- 
ciadas a p y p* son (p(uj) ui) y (p* (uj), ui) respectivamente. Pero (p*(u;), us) 


(ui, p(uz)) = (plus), us) = Gj. Luego A* es la matriz asociada a p*.m 

4.4 DEFINICION. Sea V un espacio con producto escalar. Un operador 
p: Y — V posee un operador adjunto p* en V si 

(ov), u) = (w, p*(u)). 

Observe que si V es un espacio vectorial de dimensión finita, por 4.2 siempre 
existe un operador adjunto. 

4.5 EJEMPLO. Sea p: C? — T? dado por 

p(z, y, z) = (2x + 3iy + 4z, 8x + 9iy + 10z, 6x + Tiy + 82). 


La matriz A asociada a p con respecto a la base canónica es 


2 3 4 
A=|8 9 10 
6 Ti 8 
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Entonces la matriz asociada a p* es 


2 8 6 
A* =| -3i -% -7i 
4 10 8 


Luego p* (x,y,z) = (2x + 8y + 62, —3ix — 9iy — Tiz, de + 10y + 82). 


4.6 PROPOSICION. Sean p,n: V — V operadores lineales de un espacio 
vectorial de dimensión finita sobre K. Entonces 


(i) (P +n) = > +n” 


(ii) (e) = n* p* 
(iii) (Ap) =Ap* 
(iv) (0) =p 
(v) F= 

) 


Demostración. Tomando en cuenta la proposición 4.3, la demostración puede 


hacerse utilizando las propiedades de las matrices, pero también se puede hacer 
directamente como sigue: 


(i) Considere las igualdades siguientes: 


Por la unicidad de 4.2, (p + n)“ = p*+n*. 
(i) ((om(o),u) = (planto), u) = (nv), p*(u)) = (v,n*(o*(u))) = w, (n*0*) u); 


u,v € V. Por la unicidad de 4.2, (pn)* = ņn* p*. 
(ii) (Ap) u = (Aplu),u) = Apl) u) = Au,p"(u)) = (v, Ap (u)) 


(iv) (w), u) = O) = P), 0} = (v, plu)); u,v € V. Por 4.2, (p*)' 


(v) Lo dejamos como ejercicio al lector. 


(vi) Como I = I* por (v), 1*=(pp"*)* = (p7*)*p*. Así que (p7+)* = (0) 


II 
p 
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Considere el conjunto Ay = Homk(V, V) de todos los operadores lineales 
pP:V —> V donde V es un espacio vectorial de dimensión finita con producto 
escalar. Sabemos que Ay posee una estructura de espacio vectorial. Considere el 
operador ġ: Ay —> Ay dado por (p) = p*. 


A continuación estudiaremos el caso específico en que (p) = p* es p”!. 


4.7 DEFINICION. Sean V y V’ espacios vectoriales con producto escalar 
(,)v y (, v respectivamente. Un isomorfismo entre espacios vectoriales con 
producto escalar es un isomorfismo f: V —> V’ que preserva productos escalares, 
es decir, (f(v), f(u))y, = (v, u)y para toda v, u € V. 


4.8 DEFINICION. Un operador unitario (ortogonal) p: V — V definido 
en un espacio vectorial V con producto escalar sobre K = TC (K = R) es un 
isomorfismo p: V — V de espacios vectoriales con producto escalar. 

Por el problema 4.4, p:V —> V es unitario (ortogonal) si K = CT (K = R) 
yp*=p7. 
unitario p es A (llamada matriz unitaria) si, y sólo si A* = A`}, e. A4* = 


Observe que, por 4.3, si K = C, la matriz asociada a un operador 


I = A*A. También, si K = R, la matriz asociada a un operador ortogonal p 
es A (llamada matriz ortogonal) si, y sólo si *A = A`! (pues A* = tA), i.e. 
A(CA)=I=*AA. 

Si A es una matriz ortogonal, A(*4) = I y como |A| = [tA], [414] = |I| = 1. 
Pero |4* 4] =|4]/] 4] = |A|?. Luego |A| = +1. 


Observe que el conjunto de la matrices ortogonales de n x n cumplen las pro- 
piedades (ii), (iii) y (iv) de 1.1.1, es decir, forman un grupo que llamaremos grupo 
ortogonal denotado con O(n). El conjunto de matrices ortogonales que poseen 
determinante 1 lo denotaremos con SO(n) y lo llamaremos grupo ortogonal es- 
pecial. 


4.9 DEFINICION. Diremos que un operador p: V — V es normal si conmuta 
con su adjunto, es decir, si pp* = p*p. Diremos que una matriz compleja A es 
normal si conmuta con su conjugada traspuesta, es decir, si A4* = A*A. 


Observe que los operadores ortogonales y unitarios son normales. 
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PROBLEMAS 


4.1 Compruebe la unicidad de p* del teorema 4.2. 


4.2 Pruebe que, si p: V — V es un operador de V y U un subespacio invariante 
bajo p entonces U” es un subespacio invariante bajo p*. 


4.3 Sea A un valor característico de un operador p: V — V donde V es un espacio 
vectorial complejo. Pruebe que 


(i) si p* = p entonces A € R. 

(ii) si pt = p7! entonces |A| = 1. 

4.4 Pruebe que las siguientes afirmaciones son equivalentes: 
(i) pt =p" 

Gi) (p(v), plu)) = w, u) para toda v,u € V 

(11) [lp(u)|| = [Jul] para toda u € V. 


Un operador p que cumple la afirmación (ii) se dice que preserva productos 
escalares y si cumple (iii) se dice que preserva longitudes. 


4.5 Pruebe que si A es una matriz ortogonal de 2 x 2 con |A| = 1 entonces A es 


de la forma 
( cost —sen E) 


po CeT para alguna t € R. 


4.6 Pruebe que si A es una matriz ortogonal (o unitaria) entonces los renglones y 
las columnas forman conjuntos ortonormales y viceversa. 
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II.5 EL TEOREMA ESPECTRAL 


Considere el operador ¢: Ay —> Ay dado por p(p) = p* de la sección anterior, 
donde V es un espacio vectorial de dimensión finita con producto escalar sobre 
K=RóC. 


5.1 DEFINICION. Diremos que un operador p: V —> V es autoadjunto 
si p(p) = pt = p. Si K = R lo llamaremos también simétrico; si K = Œ lo 
llamaremos hermitiano. 


Veamos algunas propiedades de los operadores simétricos: 


5.2 PROPOSICION. Sea p: V — V un operador simétrico. Entonces el 
polinomio característico p,(A) de p se factoriza en factores lineales sobre R 
y los vectores característicos de p que corresponden a valores característicos 
distintos son ortogonales. 


Demostración. Sea A la matriz asociada a p con respecto a una base ortonor- 
mal de V. Entonces *A = A. Sea pa(A) el polinomio característico de A. Por el 
problema 4.3(i) el operador autoadjunto considerado como operador autoadjunto 
complejo p posee únicamente valores característicos reales. Entonces 


PACA) = (A = AYA— A2) +: (A— An) 


donde A; € R. 


Si p(u) = Au y plv) = Mu con AX A entonces Au, v} = (Au,v) = (plu), v) = 
(u, plu)) = lu, Mv) = X' (u,v). Luego (A— A) (u, v} = 0. Como AH A, (u,v) = 0. 


5.3 TEOREMA. Sea p: V — V un operador simétrico (V es un espacio 
vectorial sobre R). Entonces p posee una matriz asociada diagonal. 


Demostración. Utilizaremos inducción sobre la dimensión de V. Si 
dim V = 1 entonces el teorema se cumple. Sea dim V = n con n > 1. Por 
5.2 existe al menos un vector característico vı diferente de cero de p. Sea U el 
subespacio generado por vı y sea w = TT Como vı es un vector característico 

1 


el subespacio U es invariante bajo p. Por el problema 4.2 U+ es invariante bajo 
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p*= p. Así, ply. es un operador simétrico. Por 3.9, V =UGSU*. Como dim U = 1, 
dim U+ = n — 1. Por inducción, existe una base ortonormal {w2,..., wn} de U+ 
que consta de vectores característicos de pļy1 y por lo tanto de p. Como w; € UŁ, 
(w1, wi) = 0 para ¿=2,...,n y por lo tanto ([w;)_, es un conjunto ortonormal de 
vectores característicos de p y por 11.1.12 posee una matriz asociada diagonal. 


5.4 COROLARIO. Sea A una matriz simétrica real. Entonces existe una 
matriz ortogonal N tal que la matriz B = NTAN =*NAN es diagonal.n 


Observe que por el problema 5.1 y el teorema anterior tenemos que un espacio 
vectorial sobre IR posee una base ortonormal que consiste de vectores característicos 
de p si, y sólo si, p es autoadjunto. 


A continuación veamos un resultado semejante al teorema 5.3 para operadores 
normales en espacios complejos. 


5.5 TEOREMA. Sea p: V — V un operador normal donde V es un es- 
pacio vectorial complejo con producto escalar. Entonces p posee una matriz 
asociada diagonal. 


Demostración. Utilizaremos el proceso de inducción sobre la dimensión de V. 
Si dim V = 1 el teorema es válido. Supongamos que dim V = n para n > 1. 
Como el campo es C , p posee al menos un valor característico y por ende un vector 
característico w 4 0. Sea U el subespacio generado por w y sea vı un vector 
unitario de U. Como w es un vector característico de p, U es invariante bajo p. Por 
el problema 5.4(1), w es también un vector característico de p* y por lo tanto, U 
es invariante bajo p*. Por el problema 4.2, U+ es invariante bajo p = p**. Ahora, 
continúe la demostración en forma análoga a 5.3.1 


5.6 COROLARIO. Sea A una matriz normal. Entonces existe una ma- 
triz unitaria N tal que la matriz B = N7+AN = N*AN es diagonal.n 


5.7 EJEMPLO. Consideremos la matriz simétrica A = 5 E) Encon- 


tremos una matriz ortogonal N tal que B = NAN sea diagonal. El polinomio 
característico pa(A) de A es 


pa) =A- A= A37 240-303). 
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Entonces A=3 y A=8 son los valores característicos. Para À = 3, obtenemos 

T —2 T\3/T 

-2 4 yj "LY 
lo que nos da el sistema de ecuaciones 

4x — 2y = 0 
2x-y=0 

El vector (-2,—4) es una solución del sistema y por lo tanto es un vector carac- 
terístico correspondiente al valor característico A = 3. Para A = 8, obtenemos 


(276) 


lo que nos da el sistema de ecuaciones 
x+2y=0 
2x+4y=0 


El vector (-4, 2) es una solución del sistema y por lo tanto es un vector característico 


correspondiente al valor característico À = 8. 


Por la proposición 5.2 sabemos que dichos vectores característicos son ortogo- 
nales. Normalizamos los vectores característicos y obtenemos una base ortonormal 


[(=2/V20,-4/V20) , (-4/V20,2/V20) | . 
Definamos N como la matriz 


—2/ V20 -—4/v20 
—4/vV20 2/20 )' 


Luego ‘NAN = o 8) = B. Observe que la diagonal de B consiste de los valores 
característicos correspondientes a los vectores característicos. 


A continuación estableceremos el teorema espectral. 


5.8 TEOREMA. Sea p: V — V un operador simétrico (normal) donde 
V es un espacio vectorial de dimensión finita con producto escalar sobre 
K = R (K =T). Entonces existen proyecciones ortogonales py,, de V en 
Vy, tales que 
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(i) p= A1PV, T A2PV,, AI AsPV., 
(11) Pv, Ho + rm, =T 
(iii) PV, O Pvy, =0 sij A i. 

Demostración. (i) Como p es simétrico (normal), por 5.3 (5.5) existe una base 
ortonormal que consiste de vectores característicos asociados a valores caracterís- 
ticos A1,...,As de p. Luego V E Vi, 90 :::OVr,. Sea v = 01 +-+: + Us donde 
vi € Vy. Entonces p(v) = plvi) +- + plus) = Aivi +-+ + Asus. Denote- 
mos con W =V,0-::0V1,0-::0Vr,. Sea u € Vy, W = Dji Wj donde 
wj € Va. Entonces (u, w) = (u, $ ¿4 Wi) = D jzi(u, wj). Por el problema 5.4, 


esta última igualdad es 0 y por lo tanto W = V Así, por definición, el operador 
Pv: V — V dado por py,, (v) = v; es la proyección ortogonal sobre V,,. Luego 
pv) = APV (0) peie Às Pv, (v) y p= ALPV, AE As PV,- 
(ii) Sea v = v+: :+vs. Por (i), v = pv, (0)+**+pv,, (v) = (pv,, +: :+pv,,) (v). 
Luego I =Ppy,, +**"+Pw,- 
(iii) (Pv, o pv,,)(v) = pv, (pv, (v)) = pv, (vz) con vj € Vi. Pero pv,,(v;) = 0 
pues py,, es la proyección ortogonal. Luego py, o Pv, = 0.a 
La descomposición de p del teorema anterior se llama descomposición o reso- 
lución espectral de p. 


5.9 EJEMPLO. Considere el operador p: R? — R? dado por p(z, y,z) = 
(4x + 5y, 5x + 4y, 3z). Su matriz asociada es 


4 50 
A=|5 40 
0 0 3 


la cual es simétrica (y por ende p lo es) y posee una descomposición espectral en 
proyecciones ortogonales. Veamos como se obtienen. Los valores característicos se 
obtienen de 


= (A — 4)? (A = 3) — 25(4 — 3) 


= ((A— 4)? — 25) (43) 
=(A-DA+DA-—3). 
Sean A¡ = 9, Aa = —1 y Az = 3 los valores característicos. Ahora encontremos los 


espacios característicos generados por los vectores característicos asociados a A1, À2 
y Az: 
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—5 0 
(i) Para Ar = 9, A11- A = 5 0 |, luego 
0 6 
—5 0 T: 
— 5 0 yY 
0 6 2 
5x — 5y =0 


y obtenemos el sistema de ecuaciones —5x+5y=0 cuya solución es 
6z=0 
r=y=ayz=0Q. 


0 
(11) Para A2 = —1, åI- A= | -5 -5 0 J, luego 
0 0 —4 


+ 0-0) 


-51-5y=0 
y obtenemos el sistema de ecuaciones —5x—5y=0 cuya solución es £z = c, 
—42=0 
y=-cy2=0. 
(ii) Análogamente, para Az = 3 obtenemos x = y = 0 y z = b. Así, los espacios 


característicos son 
Va, = t(a,a,0)]a € R}, dim Vy, =1 


1 = Lc, —c,0)lc € R}, dim Vp =1 y 
Va, = {(0,0,b)|b € R}, dim Va, =1. 
Luego R? = Vai, 9 Vr, D Vaa- Si (x,y,z) € R? entonces 
(x,y,z) = (a, a, 0) + (c, —c, 0) + (0, 0, b) 
= (a +<c, a —c,b). 
Como xz =a +c, y =a—cy z =b, 


xr +y= 2a y =x+y=-2 


de donde a = == e > A z Las proyecciones ortogonales son 
T 


+y T+Y 
Pv, = 2 > 2 ,0 


PV) Z =>? 2 > 


Pv,, = (0,0, z) 
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y podemos expresar p como 


ple o (E zio) (7 UE o) + 3(0, 0, 2). 


d+ DS 


Es fácil comprobar que p(x, y, 2) = (4x + 5y, 5x + 4y, 32). 


PROBLEMAS 


5.1 Pruebe que si V es un espacio vectorial sobre R de dimensión finita con 
producto escalar y p: V —> V es un operador lineal para el cual existe una base 
ortonormal que consiste de vectores característicos de p entonces p es simétrico, i.e. 
es autoadjunto sobre IR. 


5.2 (i) Proporcione una demostración del corolario 5.4. 


(ii) Pruebe que si A es una matriz hermitiana entonces existe una matriz unitaria 
N tal que N*AN es diagonal. 


5.3 Pruebe que si p es un operador normal entonces 
(i) p— AL es normal 
(11) p*(v) =0 si, y sólo si, p(v) = 0 


5.4 Sea p un operador normal. Pruebe que 
(i) si p(v) = Av entonces p*(v) = Av 
(11) si pv) = Av y plo”) = XNv y AZ YM entonces (uv, v’) =0. 


5.5 Escriba con detalle el final de la demostración de 5.5. 


5.6 (i) Pruebe que si p es una proyección entonces p? = p. 


(i) Veifique y pruebe en caso de ser válida la doble implicación del siguiente 
enunciado: Un operador p: V — V es normal si, y sólo si p es autoadjunto. 


5.7 Pruebe que si p es un operador normal y f un polinomio sobre Œ, entonces 
F(p) es un operador normal. 


5.8 Sea A = È TA una matriz simétrica. Encuentre una matriz ortogonal 
N tal que B=*NAN sea diagonal. 


120 Capítulo III Formas y operadores 


5.9 Encuentre la descomposición espectral de p: R? — IR? dado por p(z, y, z) = 
(5x — 2y, -21 + 2y, 42). 


Capítulo IV 
ALGEBRA MULTILINEAL Y 


K-TEORIA ALGEBRAICA CLASICA 


IV.1 PRODUCTO TENSORIAL 


A continuación definiremos un espacio vectorial en el cual solamente se tienen rela- 


ciones bilineales. 


1.1 DEFINICION. Sean U y V espacios vectoriales de dimensión finita sobre 
un campo K. El producto tensorial de U y V, es la pareja (T, f) donde T es un 
espacio vectorial de dimensión finita y f:U x V — T es una función bilineal, tal 
que si W es un espacio vectorial de dimensión finita y g: U x V — W es bilineal, 
entonces existe una función lineal única h:T — W tal que g= hof. 

La condición g = ho f se puede representar mediante el diagrama 


EEE y 


N Jh 
W 


Veamos a continuación que, si existe, el producto tensorial de dos espacios vecto- 
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riales de dimensión finita es único. Es decir, dados dos productos tensoriales (T, f) 
y (T”, f”) de U y V existe un isomorfismo entre T y T’. Esto es inmediato, pues, por 
ser T un producto tensorial, existe h: T — T” tal que f’ = ho f. Análogamente, 
como T” es un producto tensorial, existe h': T” — T tal que f =» o f’. Consid- 
eremos los siguientes diagramas 


T T' 

Y |h W Jw 
Uxv LE r þe ver Lp du 
N Jw IN Ja 

TÍ TY 


Por ser T un producto tensorial, y como 17: T — T es tal que 1ro f = f y también 
h'oho f = f, por la unicidad tenemos que h'o h = 17. De manera semejante, 
por ser T’ un producto tensorial, y como 17: T” — T es tal que 1r o f= f'y 
también ho h'o f' = f', se tiene, por unicidad, que ho h’ = 17». Por lo tanto, h es 
un isomorfismo. 


Entonces podemos hablar de el producto tensorial T de U y V, denotado con 
T =U &xg V o simplemente U € V. 


En otras palabras, 1.1 nos dice que cualquier función bilineal g: U x V — W 
puede expresarse en términos de f: Ux V — T = U8xV como g(u, v) = h( f(u, v)) 
para una función lineal única h: U Sk V — W. 


Ahora veamos que, dados dos espacios vectoriales de dimensión finita sobre un 
campo K, siempre existe su producto tensorial. 


1.2 PROPOSICION. Sean U yV espacios vectoriales de dimensión finita 
sobre un campo K. Entonces existe un espacio vectorial T de dimensión 
finita sobre K que cumple la definición 1.1. 


Demostración. Sea {u1,..., Um} una base de U y {v1,..., Un} una base de V. 
Sea T = K™” el espacio vectorial de dimensión mn sobre K y {eij} con 1<1i<m 
y 1 < j < n la base canónica. Los elementos de T se pueden expresar en forma 


única como 
m n 


Sy MijCij con Aij EK. 


i=1 j=1 
Sea f:U x V — T la función dada por 


f(u, v) = f(arui ++: + amum, Piv1 +: Bnn) = SO aibei. 


i=1 j=1 
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En particular, f(u;, vj) = eiz- 
Veamos que se cumple 1.1. Comprobemos que f es bilineal: sea u’ = 0u1 + 


1 
+++ On Um- 


= ds X (a:b; + a;bj)eij 
i=1 j=1 


m n 


= Y (aibjeij + 4/8j€:5) 


i=1 j=1 


m n m n 
=) > abeg +) Y pje 
¿=1 j=1 


i=1 j=1 


= f(u, v) + f(u, v) 
Análogamente se tiene que f(u,v +v) = f(u,v) + f(u,v') y que f(àu,v) = 
Af(u,v) = f(u, Av). 
Finalmente, sea g: U x V — W una función bilineal. Por la proposición 1.5.2 
existe una función lineal única h: T — W tal que h(e,;) = g(u;,v;). Así, glu, v) = 


g 2e Oitti, ja 8505) = Dir ji 08Bjg(U;, vj) = 
h Pa a asBjes;) = h(f(u,v)).= 


La función bilineal f se llama función bilineal universal (cualquier otra función 
bilineal g: U xV —> W se obtiene de f). Decimos que debido a la propiedad univer- 
sal, el espacio vectorial U Y x V está determinado en forma única salvo isomorfismo. 
Es decir, que si en la construcción del espacio vectorial U Y x V hubiéramos tomado 
bases diferentes para U y V obtendríamos un espacio vectorial isomorfo a U Sk V. 
Aún más, podríamos haber construido el producto tensorial U 9x V sin utilizar 
bases de U y V tal que 1.1 se cumpla, véase [LL1, p.60]. 


Para cada u € U y v € V, el elemento f(u, v) lo escribiremos en la forma u 8 v. 
Es fácil comprobar (problema 1.9) que f(U x V) genera el producto tensorial T, 
el cual denotamos U Sk V. De manera que cada elemento de U Sk V se puede 


escribir en la forma $`; Ai(u; Q vi) con A; € K, u; € U, vi € V. Esta expresión 
no es única pues de la bilinealidad de f se tiene que 


(Aiu + A2u2) Q v = A (u Q v) + Alu O UV) y 


u Q (1101 + H2v2) = 1 (u 8 v1) + pa(u 8 va), 
donde A1, Az, H1, H2, € K; u1, U2,U € U y v1,v2,v € V. 
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Como caso particular se tiene que 

(àu) 8 v = Afu 8 v) = u Q (Av). 
Si à = —1 se tiene que (—u) 8 v = —(u 8 v) = u Q (—v) y si A= 0 se tiene que 
08&v=0=u80. 


Por lo tanto, cualquier elemento de U &g V puede escribirse en la forma 


J: 


Y (u 8 v5) 


i=1 


donde u; € U, v; € V. 


A continuación estableceremos algunas propiedades del producto tensorial. 


1.3 PROPOSICION. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita n 
sobre un campo K. Entonces 


VƏ8KKSV©K8gV. 


Demostración. Sea g: V x K — V la función bilineal dada por g(v, A) = Av, 
à € K,v € V. Entonces por 1.1 existe una función lineal única 
h:V8xk K — V tal que ho f = g, es decir, el siguiente diagrama conmuta: 


VxK b VokK 


IN |h 
V 


La función bilineal g es suprayectiva pues g(v,1) = 1-v =v. Como hof =g 
entonces h es suprayectiva. 

Veamos que h es inyectiva: sea x € V Ox K. Sea {v;i}; una base de V, x es 
de la forma X; (vi Q à;) para v; € V, A; € K y tal que z = »;_,(u; O ài) = 
DYA 91) = 0-1 40) 91=w081. Luego h(x) = h(v8 1) = h(f(v, 1)) = 
g(v,1) =1.v=v. Si h(v8 1) = 0 entonces v = 0 y por lo tanto  =v8 1 =0. 
Así, h es inyectivo. Dejamos al lector probar que V Y K 8x V (Problema 1.1).1 


1.4 DEFINICION. Sean Vi, Va,..., Vm, W una colección de espacios vectori- 
ales sobre un campo K. Diremos que una función 


FVxVax-.xVm— W 
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es multilineal si para cada ¿=1,...,m 


HS is o EF y 
flor, ... AUi... Um) = Af (V1, -.., Uir... Um) 


donde A € K, vi, v; € Vi. 


Es decir, f es lineal en cada variable cuando las otras se mantienen fijas. Tam- 
bién llamaremos forma multilineal a una función multilineal con codominio K. 
Podemos enunciar la definición equivalente a 1.1 para productos multitensoriales. 


1.5 DEFINICION. Sean (V¿)/2, espacios vectoriales sobre un campo K. El 
producto tensorial de {V;} es una pareja (T, f) donde T es un espacio vectorial 
sobre K y f es una función multilineal f:V, x --- x Vm —> T tal que si W es 
un espacio vectorial sobre un campo K y g: Vi x +++ X Vm — W es multilineal, 
entonces existe una función lineal única h: TT — W tal que g = ho f, es decir, tal 
que el siguiente diagrama conmuta: 


isc: e T 


IN, l h 
W 


Denotaremos a T con Vi Y -+- 8 Vm o con 92, V; y es fácil comprobar la unicidad 
y existencia de T. 


1.6 PROPOSICION. Sean U, V, W espacios vectoriales sobre un campo 
K. Entonces (USV)e W=U8(VeaW)=U8V0eaw. 


Demostración. Consideremos la función bilineal g”:U x V — U 8V 8&8 W 
dada por g” (u,v) = u&v&w para w € W fija, la cual induce una función lineal 
hw: UOV — UQV W tal que huylu gv) =48 183 w. Sea g: (U 8V) x W — 
UV &W dada por g(t, w) = hu(t). g es bilineal y por lo tanto induce una función 
lineal h: (US V) QW — U&V 8 W tal que h((u 8 v) 8 w) = u 8&v g8 w. 


Construyamos ahora una función K':U 8 V & W — (U8 V)& W tal que 
h'o h = Luvev)jew y hoh’ = lugvew. Para construir h' considere la función 
g:U xV xW — (U8V)&W dada por g'(u, v,w) = (u8S v) 8 w. g' es lineal en 
cada variable, luego induce una función lineal h’: U 8 V & W — (U 8 V) 9 W tal 
que h(u 8 v 8 w) = (uS v) 8 w. Es inmediato comprobar que h’ o h = L(yevjew 
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y que ho h’ = lyevew y, por lo tanto, h y h’ son isomorfismos. La demostración 
de que US (V &W) SU 8 V & W es análoga. 


1.7 DEFINICION. Sean Vi,..., Vm espacios vectoriales de dimensión finita 
sobre un campo K. Diremos que la sucesión 


fo fı LENA fm-1 Fm 


0 Vi Va Vin—1 =z; Vm —>0 


es exacta en V; siim fi—1 = ker fi. Diremos que la sucesión es exacta si es exacta 
en cada V;, para toda i = 1,..., m. 


1.8 PROPOSICION. Sean Vı,...,Vm espacios vectoriales de dimensión 
finita sobre un campo K y 


0 fo v fı Vo f2 Va f3 yte e Ma COL 


una sucesión exacta. Entonces 


dim V; — dim Va + dim V; — --- + (-1)*dim Vm =0. 


Demostración. Utilizaremos el proceso de inducción sobre m. Para 
m = 1 tenemos la sucesión 0 ELN Vi HE 0. Por exactitud, im fo = 0 = ker fi = Vi. 
Luego Vı = 0 y dim Vı = 0. Supongamos que la proposición es válida para 
m -— 1. Como fa: Va — Vz posee núcleo ker f2 = im fı, induce una función lineal 
Va/im fı — V3 (problema II.4.8) que es inyectiva. Luego, se tiene una sucesión 


exacta 

0 — Va/im fı V3 o Vm-1 — Vm — 0 
y, por hipótesis de inducción dim Vz2/im fı — dim V3+-+- = 0, es decir, por 1T.4.5 
dim Və — dim (im fı) — dim Vz +--- = 0 y por 13.11 dim Vı = dim (im fı) + 


dim (ker fı) = dim (im fı) +0 = dim (im fı) pues im fo = 0 = ker fı. Luego 
dim V — dim Vı — dim Vz +- =0. 


1.9 COROLARIO. 530 Vi Və V3 0 es una sucesión exacta 
corta de espacios vectoriales de dimensión finita sobre un campo K entonces 
VS V O V3. 

Demostración. Por 1.8, dim Vı — dim Vz + dim V = 0. Luego dim Va = 
dim Vi + dim V; y por lo tanto Va S Vi O V3.n 
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PROBLEMAS 


1.1 Pruebe que K” & K” = K"” y que K 9 kx V Y V para V un espacio vectorial 
como en 1.3. 


1.2 Proporcione con todo detalle la demostración de 1.6 
1.3 Pruebe que USV SV QU. 


1.4 Pruebe que si 
h 


y PALIN y A Y RE 


es una sucesión exacta de espacios vectoriales sobre un campo K, entonces 
(i) h es inyectiva si, y sólo si, g es trivial (i.e. g(U) = 0) 


(ii) g es trivial si, y sólo si, f es suprayectivo. 
1.5 Pruebe que, en una sucesión exacta de espacios vectoriales sobre un campo K 


AA E ES 


f es suprayectiva y k es inyectiva si, y sólo si, U = 0. 


1.6 Pruebe que, si 0 — V — 0 es una sucesión exacta de espacios vectoriales 
sobre un campo K, entonces V = 0. 


h k 


1.7 Sea R l ST U V — W una sucesión exacta de espacios 


vectoriales sobre un campo K. Pruebe que g, k son funciones lineales triviales si, 


y sólo si, h es isomorfismo, y que h es isomorfismo si, y sólo si, f es suprayectiva y 
q es inyectiva. 


q h A i 
1.8 Pruebe que, si 0 U V 0 es una sucesión exacta de espacios 


vectoriales sobre un campo K, entonces h es un isomorfismo. 


1.9 Verifique que f(U x V) genera a U Sk V. (Sugerencia: defina una función 
lineal i: U x V — U 8g V y utilice la unicidad de 1.1 para mostrar que 1 es 
suprayectiva.) 
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IV.2 PRODUCTO EXTERIOR 


2.1 DEFINICION. Sean V y W espacios vectoriales de dimensión finita sobre 
un campo K. Diremos que la función bilineal f: Y x V — W es alternante si 
f(v,v) =0 para toda v € V. 


2.2 DEFINICION. La potencia exterior (de grado 2) de un espacio vectorial 
V de dimensión finita sobre un campo K, es una pareja (V AV, f) en donde V AV 
es un espacio vectorial sobre K y f:V x V — VAV es una función bilineal 
alternante, tal que para todo espacio vectorial W y toda g: V x V — W función 
bilineal alternante, existe una función lineal única h: V AV — W tal que g = hof, 
es decir, tal que el siguiente diagrama conmuta: 


f 


VxV — VAV 
N |a 
W 


Análogamente al caso de suma directa y al de producto tensorial se demuestra 
(problema 2.1) que, si existe, la potencia exterior es única. 


La existencia se demuestra fácilmente utilizando los conceptos de producto ten- 
sorial y espacio vectorial cociente: 


2.3 PROPOSICION. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita 
sobre K y (VO V, f') el producto tensorial. Sea U el subespacio de V Y V 
generado por los elementos vv con v € V. Sea p: V 8V — (V 8 V)/U la 
proyección canónica. Entonces la pareja ((V 8 V)/U, f), con f = pf' es la 
potencia exterior V AV. 


Demostración. Veamos que f es bilineal alternante. En efecto, es bilineal 
porque f’ lo es y p es lineal; es alternante porque f(v,v) = pf'(v,v) = pv 8v) = 
(ve v) + U =U que es el cero de (V Y V)/U. 
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Demostraremos que satisface (la propiedad universal de) la definición de potencia 
exterior. Dada una función bilineal alternante arbitraria 
g: VW x V — W consideremos el diagrama 


UxV Ly Var Ly VOWO=VAV 
N Jw sah (f =pf') 


W 


Por ser V 2 V el producto tensorial existe h’, función lineal tal que g =»'f'. Así, 
h'(v v) = K f'(v,v) = glv, v) = 0. Luego, h'(v v) = W f'(v,v) = 0 para toda 
v € V, lo cual implica que »'(U) = 0. Entonces existe una función lineal única h 
tal que h’ = hp. Por lo tanto g = hpf' =hf.n 

Observe que como im f’ genera a V & V y p es suprayectiva, resulta que im f 
genera a V AV. 


Si f: WxVW — VAV es la función bilineal alternante que da la potencia exterior 
V AV usaremos la notación 
flu,v)=unAv. 


2.4 EJEMPLO. Con la notación anterior, también resulta que u Av = —vAu. 
En efecto, ya que f(u+v, u+v) = 0, se tiene que f(u, u)+f(u,v)+f(v, wW+f(v, v) = 
0 de donde f(u, v) = — f(v, u). 


2.5 EJEMPLO. Sea V un espacio vectorial de dimensión 3 y (V A V, f) la 
potencia exterior. Sea {u;}$_; una base de V. Si u = nn QU, V = D biui 
entonces 


=f. 63 aiui, X Bjus) 
= abı f (u1, u1) + a1b2 f (u1, U2) + a1b3 f (u1, u3) + a261 f (u2, ur) 
+ 0982 f (u2, u2)a2ß3 f (u2, u3) + 9361 f (u3, u1) + &3ß2 f (u3, uz) 


+ azu f (u3, uz) 
3 


3 
=y 5 aibi flui, uj). 


i=1 j=1 
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Por ser f alternante f(u; u;i) = 0, f(uz, ur) = —f(u1,u2), f(uz,u1) = —f (u1, uz) 
y f(uz,us) = — f (us, uz). Así obtenemos 


Flu, v) = (01820281) f (u1, u2) + (0183 — 0301) f (u1, uz) + (a283 —03P2) f (u2, uz), 


es decir, 
u Av = (0182 — 098B1)u1 A u2 + (0183 — 03 P1)u A u3 + (09763 — as b2)u2 A u3. 


Demostraremos a continuación que (uz A u2, U1 A U3, U2 ^ uz) es una base de 
V AV y, por lo tanto la dimensión de la potencia exterior, en este caso, es 3. 


Acabamos de demostrar que todo elemento de im f es combinación lineal de estos 
tres vectores y como la im f genera a V A V, el conjunto [uz A^ u2, U1 Auz, us Aug) 
genera a V AV. 


Para demostrar que son linealmente independientes podemos utilizar la propie- 
dad universal de la manera siguiente. Sea W un espacio vectorial de dimensión 3 y 
[t12, t13, t23} una base de W. Sea g: V x V — W la función dada por 


g(u,v)= Y (08; a48,)t; 


1<4,5<3 


en donde u = J`} ayu, V = Pui Bjuj. En particular se tiene que g(u;, uj) = tij- 
Esta función (problema 2.3) es bilineal y alternante. Entonces, por la propiedad 
universal, existe una función lineal única h: VAV —> W tal que g = hf. Obtenemos 
así g(u,v) = hf(u,v) = h(u A v) y, en particular, h(u; A uj) = glui, uj) = tij- 
Supongamos ahora que >> A;ju; ^ uj = 0 para (1 < i < j < 3). Entonces como h es 
lineal, A(X Aiju; A uy) = X Ayhla A uj) = X Aiglui uj) = Y Aiztij = 0. Como 
{t12, t13, t23} es base de W, entonces A12 = A13 = A23 = 0. 


2.6 EJEMPLO. Si V = RË, recuérdese que el producto vectorial o producto 
cruz de dos vectores u = (a1,0%9,043) y v = (61, b2, 83) se define como u x v = 


(a2b3 — a38B2, 0381 — a183, 0182 — a261), es decir, 
u x v = (a2ß3 — 03B2)e1 + (a361 — 01P3)e2 + (a1 b2 — a2b1)e3 
lo cual puede expresarse como 


e1 G3 e3 
a1 Q2 


as 
bi B2 63 


UXU= 
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En particular e, X es = €3, €2 X €3 = €, €3 X e, = ea, por lo que podemos escribir 
u X v = (0182 — 098B1)e1 X e2 + (0183 — a3B1)e1 X e3 + (a283 — 0302)e2 X e3. 


Si comparamos esta expresión de u x v con la expresión para u A v del ejemplo 
anterior (con {u1, u2, uz) = [e1, €2,€3}) vemos que R'A R? = R? yu^v=ux v; 
la potencia exterior, en este caso, es el producto vectorial. 


2 


Demostración. Sea {v;};—_; una base de V. Sabemos que {v; O vj} (i,j = 


2.7 PROPOSICION. Si dim V =n entonces dim V AV = es . 


1,...,n) es una base de V 8V y como p: V 8V — V AV es suprayectiva, {v; Avj} 
(i,j = 1,...n) genera a V A V. Como v; Avj = 0 (i = j) y vi Avj = 0, A vi 
(i 4 j) de este conjunto podemos eliminar los vectores innecesarios y quedarnos 
con (4, Avj} (1 <:i< j <n) y sigue generando V AV. Además (problema 2.4) 
este conjunto es linealmente independiente, por lo que es base de V A V. Como el 
—1 

número de vectores es Lu = o la dimensión de V A^ V es (5) m 

El concepto de potencia exterior puede extenderse a más de dos factores. Di- 
remos que una función multilineal f: x% V; — W con V; = V es alternante si 
f(vi,..., Uk) = 0 siempre que v; = vj para algunas i Æ j. 


2.8 DEFINICION. La potencia exterior de grado k de un espacio vectorial 
V de dimensón finita sobre un campo K es una pareja (A” V, f) en donde AË V 
es un espacio vectorial y f: xf; V; — AFV (V; = V) es una función multilineal 
alternante tal que para todo espacio vectorial W y toda g: xF_,V, — W (V; = V) 
función multilineal alternante, existe una única función lineal h: N“ V — W tal 
que g = ho f, es decir, tal que el siguiente diagrama conmuta: 


xvu L NV (1=V) 


IN La 
W 


La demostración de la unicidad y existencia de la potencia exterior sigue exac- 
tamente los mismos pasos que para el caso de N V=VAV. 


Dejamos al lector imitar el caso k = 2 para probar (problema 2.6) que si 
[v1,..., Un} es una base de V entonces 


{v AAU 11< 4 << <n) 
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n 
es base de NE V. Puesto que este conjunto tiene ( a elementos, la dimensión de 


k n 
V es ; 
Si denotamos J = {j1,..., jk} con 1 < jı < -++ < jk < n entonces los elementos 


v € AF V son de la forma v = )>, agug en donde vy = vj Att Aj. 


Para completar la definición de A” V definimos A? V = K y A! V =V. Obsér- 
vese que para índices k > n = dim V, claramente NE V =0. 


En lo que sigue analizaremos la relación que existe entre los conceptos de potencia 
exterior y determinante. 


Sea V un espacio vectorial de dimensión n y A:V — V un endomorfismo 
(sinónimo de operador lineal) de V, es decir una función lineal de V en V. Defínase 
una función g = ga: XV; — ATV (Vi =V) dada por 


gA(v1,...,Un) = Alv) A A Alun) 


para {v1,..., Un} una base de V. Como g es multilineal alternante existe una 
función lineal única h = ha: N” V — N” V tal que 


ha(vı EA AN Un) = GA UL va ¿Ua) E A(u1) NE A A(n) 


xi Vi <, NV (01,...,Un) EE VLA ANAUn 
N Ja N Ja 
nv A(v1) A+ A Alo) 


Pero dim A" V = 1, es decir A" V = K por lo que ha: K — K es una función 
lineal y por lo tanto h4 es la multiplicación por un escalar. Entonces, si denotamos 
con |A| a este escalar, tenemos 


halo Atte Ao) =]|Allv1 A Aun) = Alv) A +++ A Aln). 


Entonces definimos el determinante de A: V — V como el escalar |A]. 


Si (aij) es la matriz de la función lineal A: V —> V con respecto a la base 
(ur, ..., Un), es decir, si A(v;) = ¡1 aigus (1 < i < n) entonces obtenemos 


Alu) A AA(0a) = Y 015, +" Onja Oj, A NU; 1<3¡<nm, i=1,...,n 


Ahora bien, en esta suma los productos vj, A++: Av, con dos (o más) índices 
iguales valen 0. Es decir, solamente quedan aquellos productos tales que los índices 
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J1)---,Jn son todos distintos entre sí. Dicho de otra manera, los índices son las 
permutaciones de 1,...,n, es decir o (i) = ji. 


Además, como vj, A: + A Uj, = sigov A: Av, obtenemos 


A(v1) A--* A Alun) = 5 sigO015(1) ***Ong(n)01 A A Un 


o 


y como |A|v, A++ Aun = A(v1) A: -A A(un) obtenemos |A| = sigoaro() no(n): 
Entonces definimos el determinante de una matriz (aij) como el determinante 
de la función lineal A: V — V dada por A(v:) = >=, Qizvj (i = 1,...,n). Se 
denotará con |a;z|. 


A continuación definiremos una multiplicación la cual denotaremos también con 
el símbolo A por conveniencia. Sea 
MAVxAV—= YV 
dado por 
Mur At Aug, 01 Ar Ae) SUA AUR AVA Ap. 


Esta multiplicación suele llamarse producto exterior y posee las siguientes propie- 
dades: 


(1) A es asociativo 
(ii) A es distributivo con respecto a la suma directa. 


(ii) u A+ A Uk AAA = (1D) AAN UA +++ AU. 


PROBLEMAS 


2.1 Pruebe la unicidad de la potencia exterior. 


2.2 Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y u,v € V. Pruebe que si u y 
v son linealmente dependientes entonces u A v = 0. 


2.3 Pruebe que la función g definida en el ejemplo 2.5 es bilineal y alternante. 


2.4 Pruebe que el conjunto {v; Avj} (1 <i < j < n) de la demostración de 2.7 es 
linealmente independiente. (Siga el método usado en el ejemplo 2.5). 
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2.5 Pruebe que si ø es una permutación de (1,2,...,k entonces 
Va(1) Att A Valk) = siglo)v1 ^+: Aug, en donde sig(o) denota el signo de la 
permutación. 

2.6 Pruebe que si {v1,..., Un} es una base de V entonces {vj A A Uj, | 


1 < ji <- < jk < n} es base de NE V y que el número de tales vectores es 
n 

(6) 

2.7 Pruebe que si A, B: V — V son endomorfismos de V entonces 
(i) |AB| = |A| |B| 


(ii) [ly] =1 
(üi) [47%] = |A|} para A biyectivo (i.e. A automorfismo de V) 


2.8 Pruebe que si una columna de la matriz (œ;j) es combinación de las demás, 
entonces |aæ;;| = 0. 


2.9 Verifique que el producto exterior posee las tres propiedades mencionadas. 
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IV.3 ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS 


En esta sección definiremos varias estructuras algebraicas algunas de las cuales ya 
han sido implícitamente estudiadas. Tiene como finalidad la de (i) presentar un 
breve panorama de las estructuras algebraicas; (ii) definir el álgebra tensorial y 
exterior, (iii) situar al lector en la posibilidad de entender los objetos de estudio 
del álgebra lineal y (iv) proporcionar los objetos necesarios para el estudio de la 
K Teoría Algebraica Clásica que haremos en la próxima sección. 


Sea (V, +, 1) un espacio vectorial sobre un campo K tal como se definió en 1.1.1. 
Si quitamos la multiplicación escalar u nos quedaremos con un conjunto con una 
operación binaria + que cumple (i) a (iv) de 1.1.1. Entonces diremos que (V,+) es 
un grupo conmutativo bajo +. Formalmente tenemos la siguiente: 


3.1 DEFINICION. Un grupo es una pareja (G, +) donde G es un conjunto y 
+:G x G — G es una operación binaria (u,v) — +(u, v) donde, por abuso de 
notación se escribe +(u, v) = u + v, tal que 


(1) (u+) +w=u+ (v+0w) 
(ii) existe un elemento 0 € G tal que v +0 = v 


(ii) para cada v € (G existe un elemento, denotado con —v, tal que 
v+(—u) =0. 


Diremos que el grupo es conmutativo si además satisface 


(iv) u+v=v+u. 


Si en la definición anterior consideramos un conjunto S con una operación binaria 
+ que cumpla (i) diremos que (S, +) es un semigrupo. 

También, si en la definición 3.1 consideramos un conjunto M con una operación 
binaria + que cumpla (i) y (ii) diremos que (M, +) es un monotde. 


3.2 EJEMPLOS. El lector podrá comprobar que (Z%,+), (Q,+ 
(q* =Q- {10}, -), (R, +), (R* m> R- {0}, e (T,+), (T* =( - (0), -), (Zn, + 
(V,+), (Mn K, +) son grupos. 


= 


= 


Para relacionar dos grupos es necesario definir una función que preserve la es- 
tructura de grupo. 
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3.3 DEFINICION. Sean (G,o) y (G',x) dos grupos. Un homomorfismo de 
grupos es una función f: G — G tal que f(uov) = f(u)x f(v). 


3.4 DEFINICION. Un anillo es una terna (A, +,-) donde A es un conjunto, 
+ y - son operaciones binarias tales que 


(i) (A, +) es un grupo conmutativo 
(11) (A, -) es un semigrupo 


(111) u(v+w) = uv + uw y (u + v)w = uw + vw 


3.5 EJEMPLOS. El lector podrá comprobar que (2%,+,-), (Zn, +,-), 
(Q, +, -J (R, am J, (M, K, ia a), (K, +, -), (K[z], +, J, (C +, :) son anillos. 


Si un anillo (A, +, -) satisface 


(iv) (A,-) es un semigrupo conmutativo, entonces (A, +,-+) se llamará anillo con- 
mutativo. 


Si en 3.4 (A, -) es un monoide, diremos que (A, +,-) es un anillo con identidad 
o con uno. 


Si el anillo (A, +,-) no posee divisores de cero, se llamará dominio entero. Si 
un dominio entero posee un inverso multiplicativo para cada elemento no nulo, se 
dice que es un anillo con división. Un dominio euclidiano es un dominio entero 
A junto con una función d: A — Z” tal que (i) para todo x,y € A, distintos de 
cero, d(x) < d(xy) y (ii) para todo zx, y € A, distintos de cero, existen q,r € A tales 
que xz = qy+r donde r = 0 0 d(r) < d(y) (algoritmo de la división). Finalmente, 
un campo es un anillo conmutativo con división. 

¿Cómo se relacionan dos anillos? Mediante funciones que preserven la estructura 
de anillos. Si (A,o,x) y (A”,+,-) son anillos, un homomorfismo de anillos es 
una función que es un homomorfismo del grupo conmutativo de A en el grupo 
conmutativo de A’ y que también es un homomorfismo del semigrupo de A en el 
semigrupo de A”, es decir, 


fluov)= fu +f(0) y 
fluxv) = fu) - f(v). 


Si en la definición 1.1.1 consideramos un anillo (A, +,:) conmutativo con 1 en 
lugar de un campo K, obtendremos una estructura algebraica llamada A-módulo 
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(izquierdo). Entonces, como caso particular de los A-módulos están los K-modulos, 
i.e. los espacios vectoriales sobre un campo K. 


Todos los puntos tratados en las secciones I.1 y 1.2 son válidos para los A- 
módulos, basta tomar K = A un anillo conmutativo con 1. En particular, rela- 
cionamos dos A-módulos mediante un homomorfismo de A-módulos (definición 
1.1.7). Los A-módulos son generalizaciones de los conceptos de grupo conmutativo y 
de espacio vectorial, y son los objetos de estudio del Algebra Homológica. Imitando 
a los espacios vectoriales, si un A-módulo posee una base, le llamaremos A-módulo 
libre. No todo A-módulo posee base, es decir, no todo A-módulo es libre, pero todo 
espacio vectorial o K-módulo es libre, es decir, sí posee una base. Diremos que un 
A-módulo es proyectivo si es sumando directo de un libre y que es finitamente 
generado si posee un conjunto finito de generadores. 


Un álgebra sobre A es un conjunto A que simultáneamente es un anillo y un 
A-módulo. Es decir, un algebra (4,+,p1,-) es un A-módulo con otra operación 
binaria, llamada multiplicación con una condición extra que hace compatibles las 
operaciones binarias y multiplicación escalar, la cual es la siguiente: 

(Au + Xv)w = Auw) + A (vw) y 

w(àu + Xv) = A(wu) + A (wv) para À, AX € A; u,v,w E A 
En particular se tiene que (Auw = A(uv) = u(Av) y por lo tanto Awv es un elemento 
bien definido de A. 


Dejamos al lector proporcionar la definición de homomorfismo de álgebras así 
como percatarse de varios ejemplos de álgebras ya introducidos implícitamente. 


Si se imponen condiciones en la multiplicación de un álgebra se obtienen álgebras 
conmutativas, álgebras asociativas, álgebras con uno. Un álgebra asociativa 
con uno tal que todo elemento diferente de cero sea invertible se llama álgebra con 
división. 

Definimos un álgebra graduada como una sucesión 

A = (Ao, A1,42,...) 


de álgebras A;, una para cada índice ¿€ N. 


3.6 EJEMPLO. Sea T*(V) = 9 *V = V 8x -Qx V el producto tensorial de 
un espacio vectorial V sobre un campo K, k veces. Llamaremos a T*(V) espacio 
tensorial de grado k de V. Si definimos una multiplicación 


«TFV x TV — TY mediante 
(u 9-9 41) : (01 9:::904) =U 8D QUk QUR: DU 
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tenemos un álgebra graduada (donde definimos T%V = K y T!V = V) TV = 
(K, V,T?V, T3V, T*V, ...) llamada álgebra tensorial de V. 


3.7 EJEMPLO. Sea NE V =V A^- AV el producto exterior de un espacio 
vectorial V sobre un campo K, k veces. Consideremos la multiplicación exterior 
definida en la sección 2, a saber 


NFS N V — N V. 
Entonces tenemos un álgebra graduada 
NV =(K,V, N V, N? V,...) 


llamada álgebra exterior o álgebra de Grassmann de V. 


Sea V* el espacio dual de V. Consideremos el espacio tensorial de grado k de 
V, T*V, del ejemplo 3.6. Consideremos también T*V* y denotemos con T¥(V) el 
producto (8*V) e (9V*). Es decir, TFV 8 T(V*) = TF(V). Con esta notación 
se tiene que T(V) = T*(V) = SV, TAV) = 9*V* y T(V) = K. Llamaremos a 
TV espacio tensorial de tipo (k,l) y cada uno de sus elementos lo llamaremos 
tensor de tipo (k,£). Un tensor de tipo (k,0) se llamará tensor contravariante 
de grado k y uno de tipo (0,£) tensor covariante de grado £. Un tensor de 
tipo (0,0) es simplemente un escalar. Un elemento de T¿V = V se llama vector 
contravariante y uno de TPV = V* se llama vector covariante. Sik40y£XH0, 
un tensor mixto es un tensor de tipo (k, £). 


PROBLEMAS 


3.1 Verifique que los conjuntos con operación binaria del ejemplo 3.2 son grupos. 


3.2 Verifique que los conjuntos con operaciones binarias del ejemplo 3.5 son anillos 
y que Æ, K y Klx] son dominios euclidianos. 


3.3 Considere la “parte aditiva” de un espacio vectorial (V, +, u) sobre un campo 
K. Entonces (V,+) es un grupo conmutativo bajo la suma. Si U es un subespacio 
de V, (U,+) es un subgrupo conmutativo de (V, +). Proporcione una definición 
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adecuada de subgrupo de un grupo. Considere el espacio cociente V/U definido en 
II.4. Recuerde que (V/U, +, u) posee una estructura de espacio vectorial sobre K. Si 
nos fijamos solamente en la parte aditiva (V/U, +) recibe el nombre grupo cociente 
y consiste también de las clases laterales de U en V. Considere el subgrupo nÆ de Z 
y describa las clases laterales de Z/nZ. Compruebe que existe una correspondencia 
biyectiva entre los conjuntos Æ/nZ y Zn. Defina adecuadamente el concepto de 
isomorfismo de grupos y compruebe que Z/nZ es isomorfo a Zn. 


3.4 Establezca un resultado análogo al del problema 11.4.8 para grupos. 


3.5 Sea (G,+) un grupo conmutativo. Una base de G es un conjunto (0¿P?_;, 
n > 1 de elementos de G tal que cualquier elemento v € G puede escribirse de 
manera única como 

v = A101 +-:::+AnUn 


con A1,...,An € Æ. Demuestre que, si G es un grupo conmutativo con base {v;}; 4, 
G” es otro grupo conmutativo y ([u;J”_, es cualquier conjunto de elementos de G” 
entonces existe un homomorfismo de grupos único h: Œ — G” tal que h(v;) = v; 
para toda i = 1,...,n. Diremos que (G,+) es un grupo abeliano libre si G es 
conmutativo y posee una base. Observe que el concepto de base para un grupo 
abeliano se define de una manera similar a la de base para un espacio vectorial 
tomando en cuenta que los coeficientes À; son enteros. 


3.6 Sea U un subespacio de un espacio vectorial V sobre un campo K. Considere 
el espacio cociente V/U. Sea i: U — V la inclusión y p: V —> V/U la proyección 
al cociente. Pruebe que 


(1) 0 A V/U 0 es una sucesión exacta y 


(ii) cualquier sucesión de la forma 


0 M' M M” 0 


llamada sucesión exacta corta de espacios vectoriales es esencialmente una suce- 
sión del tipo del inciso (i), es decir, una sucesión con un subespacio y un espacio 
cociente en los extremos. 


3.7 Sea {vi}; una base de V y [f7)5_, la base dual de {v;} en V* (con índices 
superiores). Compruebe que los tensores 


e AE A EEE A 
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con dd di p = 1,...,k y n = 1,...,£ forman una base de T¥(V). 
Entonces cualquier tensor del tipo (k, £) puede escribirse en forma única como 


t= D DA Q: SU, D JEO- OSE. 


Los índices i, se llaman índices contravariantes, los jy índices covariantes y 
Ea se llaman componentes de t con respecto a la base {v;}. 

3.8 Sean pi y p2 elementos de Homx(V, V). Defina una operación binaria en 
Homk(V, V) mediante papilv) = palpi(v)) para toda v € V y compruebe que 
Homk(V, V) es un álgebra asociativa sobre K también denotada con Ax (V). 


IV.4 Ko Y K4 


En esta sección estudiaremos algunos conceptos de la K-Teoría Algebraica Clásica 
la cual es parte del Algebra Lineal. Intuitivamente, la K-Teoría Algebraica Clásica 
es una generalización del teorema que establece la existencia y unicidad de las bases 
para espacios vectoriales y también de la Teoría de Grupos del grupo lineal general 


sobre un campo K. 


Recordemos la construcción de Z a partir de N: en el conjunto N x N definimos 
la relación 
(a,b) ~ (c,d) => a+d=b+c. 


Es muy fácil (problema 4.1(i)) ver que es de equivalencia. Entonces se tiene el 


conjunto de clases de equivalencia N x N/ ~. Si denotamos con (a,b) a la clase 
de equivalencia de (a,b) es fácil demostrar que la fórmula 


(a,b) + (c,d) = (a+ c,b + d) 


define una operación binaria en N x N/ ~ y que con esta operación el conjunto 
N x N/ ~ constituye un grupo conmutativo que se denotará Ko( N) o con Z. 
(Se debe demostrar primero que la adición dada por la fórmula anterior “está bien 
definida”, es decir, es independiente de los representantes de las clases de equiva- 
lencia. Después debe comprobarse que satisface los axiomas de grupo conmutativo, 
(problema 4.1 (11)). 


Además se tiene un homomorfismo (de monoides) f: N — Ko(IN) dado por 


a — (a, 0). 


Esta misma construcción sirve para cualquier monoide conmutativo 
(X, 0) si alteramos la relación de equivalencia de la siguiente manera: en X x X, 


(a,b) ~ (c,d) Sapdeh=b6ceh 


para alguna h € X. Es fácil ver que ~ es de equivalencia (problema 4.2). (En el 
caso de los naturales se puede tomar la misma h = 0 siempre. En el caso en que no 
se cuente con la ley de cancelación se necesitan estos “sumandos de compensación” .) 


Se define entonces la operación 6 en X x X/ ~ y se obtiene un grupo conmu- 
tativo que se denota Ky(X) el cual se llama grupo de Grothendieck del monoide 
conmutativo X. También se tiene el homomorfismo de monoides f: X — Ko(X) 


dado por f(x) = (x, 0). 
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4.1 PROPOSICION. f: X — Ky(X) satisface la siguiente propiedad uni- 
versal: para cada homomorfismo (de monoides) y. X — G de X en un 
grupo abeliano G existe un único homomorfismo (de grupos) h: K(X) — G 
tal que y=hf, es decir, tal que el siguiente diagrama conmuta: 


e K(X) 


IN Ja 
G 


La demostración es fácil (problema 4.3). También, siguiendo los mismos pasos 
que en el producto tensorial & y que en la potencia exterior A, es fácil demostrar 
que Ky(X) es único (problema 4.3). 


Así, para el conjunto de los números naturales N = {0, 1,2, ...} con la operación 
de sumar (el cual es un monoide conmutativo en donde vale la ley de cancelación) 
el grupo de Grothendieck Ko( N) de este monoide es el grupo aditivo Æ, es decir, 
Ko. (MN) = Z. 


Ahora, sea K un campo y consideremos los espacios vectoriales de dimensión 
finita sobre K, es decir, los K-módulos proyectivos finitamente generados. Denote- 
mos con (V) la clase de isomorfismo del espacio vectorial V de dimensión finita, es 
decir, la clase de todos los espacios vectoriales que son isomorfos a V. Es inme- 
diato verificar que el conjunto X = {(V}} de clases de isomorfismo es un monoide 
conmutativo cuya operación binaria está dada por 


(V) + (W) = (V 8 W). 


Sea g: X — Z dado por g((V)) = dim V un homomorfismo de monoides, i.e. 
IV) + (W) = gV Oo W)) = dim (Vo W) = dim V + dim W 
= g((V)) + g((W)). 

Sea F el grupo abeliano libre con base el conjunto de clases de isomorfismo de 
los espacios vectoriales, es decir, con base {(V}} | V es un espacio vectorial}. Sea 
R el subgrupo de F generado por las expresiones de la forma (V O W) — (V) — (W) 


donde 0 V Və W W 0 recorre todas la posibles sucesiones 
exactas cortas para los espacios vectoriales. Sea Ko(K) = F/R el grupo cociente y 
denotemos con [V] la proyección o imagen de (V) en el cociente. Entonces, siempre 
que se tenga una sucesión exacta corta de espacios vectoriales 


0 V Vew W 0 
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tendremos una expresión de la forma [V O W] = [V] + [W] en Ko(K), es decir, 
Ky(K) está generado por {[V] | V es un espacio vectorial] sujeta a las relaciones 
de la forma 

[V] + [W] = [V e w] 


El homomorfismo g: X — Z da lugar a un homomorfismo h: Ko(K) — Z dado 
por h([V]) = dim V. Pero h es inyectivo, pues si h([V]) = A([W]) entonces 
h([V] — [W]) = 0, lo cual implica que dim V — dim W = 0 y que dim V = dim W 
y por lo tanto V = W. También, h es suprayectivo pues h([K]) = 1. En resumen, 
para los espacios vectoriales sobre un campo K, los cuales podemos representar por 
el símbolo EV x se tiene que Ko (EV g) = Ko(K) = Z. Aquí hemos denotado, por 
abuso de notación, Ko(K) en lugar de Ko(EV g). 


¿Qué sucede para otras estructuras cuando consideramos anillos que no necesa- 
riamente son campos? Para los Z-módulos proyectivos finitamente generados Ab, 
es decir, los grupos abelianos libres de rango finito (i.e. con base finita) se sabe que 
KZ) S Z. 

Sin embargo, para los Z-módulos finitos Abf se sabe que Ko(Abf) = Qt. 
Pero para los -módulos finitamente generados Abfg se tiene que Ko(Abfg) = Z. 


Véase [LL1] para una demostración de éstos resultados. 


Como antes, sea K un campo y denotemos con K” el producto K x--.x K 
n veces. El producto tensorial de dos espacios vectoriales sobre K es un espacio 
vectorial sobre K. Como K”&K™ Y K”™ los espacios vectoriales son cerrados bajo 
el producto tensorial. Entonces (véase el problema 4.4) podemos darle a Ko(K) 
una estructura de anillo mediante 


[V]: [W] = [V 8x W]. 


A continuación estudiaremos el conjunto de las transformaciones lineales inverti- 
bles a través de uno asociado de matrices. Sea V un espacio vectorial de dimensión 
n sobre un campo K. Denotemos con GL(V) (o con Autk(V)) el conjunto de 
todas las funciones lineales de V en V que sean biyectivas (invertibles). Podemos 
proporcionarle a este conjunto una estructura de grupo definiendo una operación 
binaria 


o: GL(V) x GL(V) — GL(V) 


mediante la composición 
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(fo gu) = Halo). 
Claramente (problema 4.5) GL(V) es un grupo bajo o. 


Ahora definamos otro conjunto. Denotemos con GL,(K) el conjunto de las 
matrices de n x n con elementos en el campo K que poseen inverso, es decir, el 
conjunto de todas las matrices invertibles o no singulares de n x n con elementos 
en K. Podemos definir en GL,(K) una operación binaria 


¿GEA x GLn (K) — GLn (K) 
mediante (4,B)— A-B 


donde - denota la multiplicación de matrices. Es fácil comprobar (problema 4.6) 
que (GL,,(K), -) es un grupo cuyo elemento de identidad es la matriz diagonal 1,,. 
Llamaremos a GL,,(K) grupo lineal general de grado n sobre K. 


Existe una estrecha relación entre los grupos GL(V) y GLa(K), a saber, si 
escogemos una base fija de V, cada función lineal biyectiva de V en V posee una 
matriz asociada de n x n con elementos en K la cual es no singular o invertible. 
Esta correspondencia establece un isomorfismo entre los grupos GL(V) y GL,(K) 
debido a que cuando se componen dos funciones lineales, ésta composición está 
representada por la multiplicación de sus matrices asociadas. 


Consideremos un tipo especial de matrices de GL,,(K), que llamaremos elemen- 


tales* y que son aquellas que difieren de la matriz identidad 1,, en un sólo elemento 
a 
cual nos indica que tenemos una matriz con unos en la diagonal y A en el lugar i, j 


A € K fuera de la diagonal. Dichas matrices las denotaremos con el símbolo ef,, el 


con i Æ j. Por ejemplo eì, representa dentro de GLz(K) a la matriz 


1 0 å 
0 1 0 
0 0 1 


* También se acostumbra llamar matriz elemental (en otros textos) a aquella matriz obtenida 
de la matriz 1,, mediante una sola operación elemental y dicho concepto no coincide con el aquí 
definido. También, en algunos textos se le llama transvecciones a las matrices que arriba definimos 
como elementales. El nombre de elementales es el que se utiliza en la K-Teoría Algebraica desde 


la década de los sesenta. 
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Como eì; € GL,(K) entonces es fácil comprobar que (ej)! = ez (problema 
4.8). Por ejemplo, en GL3(K), 


1 0 3 1 0 —3 1 0 0 
0 1 0 0 1 0 |=|0 1 0 
0 0 1 0 0 1 0 0 1 


es decir, e3 «ez = 13. 


Es fácil ver (problema 4.9) que si eà es una matriz elemental y A € GL,(K), 
multiplicar A por e por la izquierda equivale a sumar A veces el renglón j al 
renglón i, y que multiplicar por la derecha equivale a sumar A veces la columna 1 a la 
columna j. Es decir, que la multiplicación es; 


elementales por renglón o columna en matrices. Por ejemplo, en GL3(K), e2¿A es 


Ao Ae; equivale a hacer operaciones 


1.0.0 411 12 013 a11 a12 013 
01 à as dz a23 | = | azı + azı a22 + a32 a23 + azz |. 
431 Q32 Q33 431 0432 433 
Definimos el símbolo [4, B] como el producto de las matrices ABA7*B”! y lo 
llamaremos conmutador de A y B donde A, B € GL,,(K). 


Dejamos al lector probar la siguiente fórmula para el conmutador de matrices 


elementales: 


1 si jÆ k,i#£ 
A ob Ap E 
[eij eke] = Cu dE 17 
ep sij#k i=l 


Denotemos con En(K) el subgrupo de GL,,(K) generado por todas las matrices 


elementales eà, AE K,1<1i% j<n, llamado grupo elemental lineal de K. 


27? 


Si cada matriz A € GL,(K) la identificamos con la matriz 


E à € GLam(K) 


obtenemos inclusiones GL¡(K) C GL2a(K) C GL3(K) C +++. Sea GL(K) = 
US GEL, (K), la unión de los grupos GL,,(K) que llamaremos grupo lineal gene- 
ral infinito de K. Podemos concebir a GL(K) como el grupo que consta de todas 
las matrices invertibles infinitas A = (a¿¿) con aj; €K,1<i<0o0,1<j<o0 y 
aij = ij, la delta de Kronecker para toda i, j excepto un número finito de i, j. En- 
tonces GL,, (K) € GL(K) y lo vemos como el subgrupo de todas las (a;;) € GL(K) 


146 Capítulo IV Algebra Multilineal y K- Teoría Algebraica Clásica 


con a;j = 0,5 para toda i, j >n. La inclusión de GL (K) en GL,,y1(K) se restringe 
a la inclusión de E, (K) en E, y1(4) y, en GL(K), el subgrupo 


E(K) =Urz1En(K) 


se llama grupo elemental infinito de K. 


4.2 LEMA. (Whitehead) [GL(K), GL(K)] = E(K). 


Demostración. Primero veamos que cada matriz elemental puede expresarse 
como el conmutador de otras dos matrices elementales para n > 3. Sea eà € En(K) 
una matriz elemental. Consideremos las matrices e!,, y eh con k Æ i, j. Comon > 3 
siempre podemos encontrar dicha k. Entonces por la fórmula para el conmutador 
(problema 4.10) [eip ekz] = ey O<k<nykA 1,3. Pero esto es válido para 
cualquier e), € En(K), por lo tanto 


También, el producto de matrices elementales es una matriz elemental, i.e. el grupo 
conmutador siempre es un subgrupo, luego 


Ent K) > [En(K), En(K)]. 
Así, En(K) = [En (K), En(K)] y, por lo tanto, E(K) = [E(K), E(K)]. 


Por otro lado, E(K) € GL(K), luego [E(K), E(K)] c [GL(K), GL(K)]. Así 
que E(K) c [GL(K), GL(K)!. 


Ahora veamos que E(K) > [GL(K), GL(K)]: sean A, B € GL,(K). Veamos 
que ABA7*B7! € E(K), i.e. que ABA”*B”! es una matriz elemental, i.e. que se 
puede expresar como producto de matrices elementales. Consideremos la siguiente 
matriz en GLo2n(K) 


ABATB1 0 
0 I 


a EE M) 


Pero 
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Esto significa que podemos descomponerla como el producto de tres matrices de la 


forma 


C a) donde X € GL,(K). 


Veamos que cada matriz de la forma yi ) es producto de matrices elemen- 


tales (o lo que es lo mismo, invertibles) y así tendremos que Es ón ) € Ezn(K). 


EGEDE DEDE 


las tres primeras elementales (i.e. pueden reducirse a In mediante operaciones 


Como 


elementales por renglón) y como 


07) 7096 7) 


0 po es producto de matrices elementales. Luego ABA7*B7! € E(K) y 
por lo tanto [GL(K), GL(K)] C E(K).s 


4.3 DEFINICION. El grupo cociente GL(K)/E(K) es el K-grupo algebraico 
de índice uno del campo K denotado con K¡(K). 
Así, K (0) = GL(K)/[GL(K), GL(K)]. 


Obsérvese que si f: K — K” es un homomorfismo de campos se tiene un homo- 
morfismo de grupos inducido por f 


f GL(K) — GL(K') 


que envía E(K) en E(K”), siendo así que f induce un homomorfismo de grupos 
K(f): KK) — KK”). 

Como K es conmutativo podemos considerar el determinante de una matriz como 
un homomorfismo det: GL(K) — K* donde K* denota las unidades de K, i.e. 


los elementos A € K tal que A divide al 1, o sea, elementos A tales que AA = 1 para 
alguna A € K. En un campo K, todo elemento diferente de cero es una unidad. 
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Definamos SL(K) = ker (det), o sea, todas las matrices de GL(K) con de- 
terminante uno, y lo llamaremos grupo especial lineal o infinito de K. Nótese 
que 

SL(K) = US SL, (K) 
donde SL, (K) = ker (det: GL (K) — K*) y que las matrices elementales siempre 


tienen determinante 1, así que, para toda n 


En(K) C SLn(K) y E(K) c SL(K). 
Nótese que det:GL,(K) —=  K* es invariante bajo la inclusión 
GLn(K) — GLn+ı(K) y, por lo tanto, det: GL(K) — K* está bien definido. 


Luego, det induce un homomorfismo, que por abuso de notación, también deno- 
taremos con 


det: Kı(K) = GL(K)/E(K) — K* 


el cual posee un inverso 


Si definimos 
SKı(K) = SL(K)/E(K) = ker (det: Kı(K) — K*) 


resulta que (problema 4.11) Kı (K) Y SK¡(K)9 K*, i.e., se tiene la sucesión exacta 
corta que se escinde 


det 


1 — SL(K)/E(K) — GLK)/E(K) = K* — 1. 
Como K* puede considerarse conocido, el cálculo de K¡(K) se limita al de 


SK,¡(K). Obsérvese que SK,(K)) es trivial si, y sólo si, para cualquier matriz 
A € SL (K) podemos transformar la matriz 


(62) 
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para k adecuada, en la identidad In} mediante operaciones elementales por renglón 


o columna. Si SK,(K) es trivial, entonces K¡(K) Y K*. Este resulta ser el caso 
para el campo K. (Véase el problema 4.12). 


Podemos generalizar todo lo anterior poniendo, en lugar de un campo K, un 
anillo conmutativo A. Véanse [LL1], [LL2], [V] y [L] para una lectura posterior. 


PROBLEMAS 


4.1 (i) Pruebe que en Nx N, (a,b) ~ (c,d) => a+d= b+c es una relación 
de equivalencia. 


(ii) Pruebe que la adición en N x IN/ ~ dada por (a,b) + (c, d) = (a + c,b + d) 
está bien definida y N x N/ ~ es un grupo conmutativo. 


4.2 Pruebe que si (X, ®) es un monoide conmutativo, la relación (a,b) ~ (c,d) 
<= abh =bpceh para alguna h € X es una relación de equivalencia. 


4.3 Pruebe que f: X — Ko(X) satisface la propiedad universal de 4.1. 


4.4 Un ideal I de un anillo conmutativo A es un subconjunto de A que es un 
subgrupo aditivo y tal que AJ C T (es decir, si a € I y A € A entonces aA € I). 
El grupo cociente A/I hereda de A una multiplicación bien definida que lo hace un 
anillo, llamado anillo cociente. Defina en Ko(K) = F/R una estructura de anillo 
mediante (V) - (W) = (V 8x W) en F. Compruebe que R es un ideal de F. 


4.5 Sea V un espacio vectorial de dimensión n sobre un campo K. Pruebe que 
(GL(V),o) o (Autg(V), o) es un grupo. Observese que Autx (V) es el grupo de las 
unidades de Endg (V). 


4.6 Pruebe que (G£L,(K); -) es un grupo. 
4.7 Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Establezca detalladamente el 


isomorfismo de grupos 
GL(V) S GLa (K). 
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4.8 Pruebe que (ej)! = e. 


4.9 Demuestre que si e% es una matriz elemental y A € GLa(K), multiplicar A 
por e por la izquierda equivale a sumar A veces el rengón j al renglón i, y que 


multiplicar por la derecha equivale a sumar A veces la columna i a la columna j. 


4.10 Pruebe la fórmula dada por el conmutador [ez;, et] y observe que no existe 
una fórmula sencilla para [ez;, ekil; o sea, para el caso j = k, i = £. 


4.11 Demuestre que K (K) S SK¡(K) O K*. 


4.12 Pruebe que si A es un dominio euclidiano entonces K¡(A) S A*. En parti- 
cular K¡(K) S K*, K¡(Klx])  K* y Kı(Z) S {—1, +1}. (Sugerencia: Considere 
el isomorfismo K¡(A) = SK¡(A) 9 A*. Pruebe que SK¡(A) = 0, es decir, que 
SL(A) = E(A). Para probar que si A = (aij) € SL, (A) entonces A € En(A), 
sea e = minj{|aıj| : a1; 4 0). Supongamos que e = |a|. Después de restar 
los múltiplos adecuados de la columna k de las otras columnas, pasamos a una 
nueva matriz B = (b;,5), con min;f[[b15] : bi; 4 0) < e. Continuando de esta 
manera obtenemos una matriz C = (c,¿) con min;(|c1;| : c15 4 0) = 1, es decir, 
alguna c¡ es una unidad. De hecho, podemos suponer que c;1 es una unidad (¿por 
qué?). Después de transformaciones por columna y renglón, podemos suponer que 
el primer renglón, y la primera columna de C son cero, excepto c11. Una vez logrado 
esto, repita el proceso al menor de c,; en C. Finalmente se llegará a una matriz 
ô = diag(d;,...,d,) donde necesariamente dı --- dy = 1. Luego, ô € En(A).) 


APENDICE 
NOTAS HISTORICAS 


El Algebra Lineal una de las ramas 
más antiguas de la Matemática 


y a la vez una de las más nuevas. [B] 


AT.1, A.I.2 y A.I.3 Espacios Vectoriales, Funciones Lineales, 
Subespacios Vectoriales y Espacios Vectoriales de Dimensión 
Finita 


Hermann Gunther Grassmann (1809 -1877) fue el primero en presentar una teoría 
detallada de espacios vectoriales de dimensión mayor que tres [K]. En sus dos ver- 
siones del Cálculo de Extensión (1844 y 1862), expresa simbólicamente las ideas 
geométricas sobre espacios vectoriales y distingue el Algebra Lineal como una teoría 
formal, donde la geometría solo es una aplicación particular. El trabajo de Grass- 
mann no fue entendido por sus contemporáneos debido a su forma abstracta y 
filosófica. [K] 


La definición de espacio vectorial antes llamado espacio lineal llegó a ser 
ampliamente conocida alrededor del año 1920, cuando Hermann Weyl (1885-1955) 
y otros publicaron la definición formal. De hecho, tal definición (para dimensión 
finita e infinita) había sido dada treinta años antes por Peano (1858-1932), quien 
fue uno de los primeros matemáticos que apreciaron en todo su valor la obra de 
Grassmann, y además con una notación completamente moderna dio la definición 
de función lineal. Grassmann no dio la definición formal de función lineal, ya que el 
lenguaje no estaba disponible, sin embargo no hay duda de que conocía el concepto. 


Grassmann comienza su trabajo en 1862 con el concepto de un vector como 
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un segmento de línea recta con longitud y dirección fija. Dos vectores pueden ser 
sumados uniendo el punto inicial del segundo vector con el punto final del primero. 
La resta es simplemente la suma del negativo, esto es, el vector con la misma 
longitud y dirección contraria. [K] 

A partir de estas ideas geométricas, Grassmann define el espacio vectorial 
generado por las “unidades” e¡,e>,e3,..., considerando combinaciones lineales 


> aje; donde las œ; son números reales. Establece la suma y la multiplicación por 


un número real de la siguiente manera: 


5 Qiei + 5 piei = X (a; + Bi)es 
ad aiei) = X (aa;i)ei 


y demuestra formalmente las propiedades de espacio vectorial para esas operacio- 
nes (no es claro si el conjunto de unidades puede ser infinito, pero la finitud es 
implícitamente asumida en algunas de sus demostraciones). Desarrolla la teoría de 
independencia lineal similarmente a la presentación que uno encuentra en los textos 
actuales sobre Algebra Lineal. [F-S] 


Grassmann denota a la función lineal que envía los elementos de la base 


e1,€2,...,€n a los de la base b1, b2,...bn respectivamente como 
a b1,b2,...,dn 
€1,€2,-+--,€n 


y considera a Q como un cociente generalizado. Mientras que hay problemas obvios 
con esta notación, ésta tiene cierta elegancia; por ejemplo, si b1,b3,...,b, son 
linealmente independientes, entonces el inverso de Q es 


€1,€2,---)€n 


bi, b2,...,bn 
Da la representación matricial de Q como Q = Ya, sE, s donde 


0,...,0,€s,0,...,0 


Circ lr On 


Ens T 


El determinante de Q lo define como el número 


bibo- - -bn 


€12 °t En 


[F—= $] 


Define los conceptos de subespacio vectorial, independencia lineal, espacio 
generado, dimensión de un espacio vectorial, intersección de subespacios y se da 


Apéndice 153 


cuenta de la necesidad de demostrar que cualquier base de un espacio vectorial tiene 
el mismo número de elementos. Entre otras cosas prueba que todo espacio vectorial 
de dimensión finita tiene un subconjunto linealmente independiente que genera el 
mismo espacio y que cualquier subconjunto linealmente independiente se extiende 
a una base. Demuestra la identidad importante 


dim (U + V) = dim U + dim V — dim (U N V). 


William Rowan Hamilton (1805-1865), presenta paralelamente a Grassmann una 
teoría de espacios vectoriales, sólo que lo hace en el caso de dimensión cuatro. Llama 
cuaterniones a los vectores y demuestra que forman un espacio vectorial sobre el 
campo de los números reales, definiendo su suma y la multiplicación por un escalar. 


AT.5 La Matriz Asociada a una Función Lineal 


El Algebra Matricial se obtuvo como una consecuencia del tratamiento de la teoría 
aritmética de formas cuadráticas binarias aX? + 2bXY + cY? contenidas en las 
Disquisiciones Aritméticas de Gauss (1777-1855). Durante su estudio, Gauss in- 
trodujo nuevas convenciones notacionales. Luego, para sustituciones (funciones) 


lineales en dos variables 
x = ax + Py 


(1) 


y = yu + ĝy' 


decidió, “por brevedad” , referirse a ellas por sus coeficientes: 


Q 
E 


Cuando estaba tratando con ejemplos numéricos, modificó la notación anterior, 


E 


Cada sustitución lineal la denotó con una sola letra mayúscula cuando no era nece- 


agregándole llaves: 


sario referirse a los coeficientes. 


La composición de sustituciones lineales también fue una parte importante en 
la teoría aritmética de formas. Como en el caso binario, Gauss observó que si la 
sustitución definida por (1) transforma una forma F = ax? + 2bxy + cy? en F” y si 
F' es transformada en F” por una segunda sustitución lineal 


a! = ex! + Cy” 
y' pa ya” + by” 
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entonces existe una nueva sustitución lineal que transforma F directamente en F”: 


x= (ae + Bnja" + (al + 80)y" 
y = (ye + dn)x" + (yn + 00)y" 


Gauss escribió la matriz de coeficientes de esta nueva sustitución lineal, la cual 
es el producto de las dos matrices de coeficientes de las dos sustituciones lineales 
originales. También realizó un cálculo análogo en su estudio de formas cuadráticas 
ternarias Ax? + 2Bxy + Cy? +2Dx2+2Ey2+F2?, obteniendo la regla para multi- 


plicar matrices de 3 x 3. Sin embargo no designó explícitamente este proceso como 
un tipo de multiplicación de objetos que no son números. Esto no significa que 
tales ideas fueran muy abstractas para él, ya que fue el primero en introducirlas, 
pero en un contexto diferente. [K] 


Cauchy (1789-1857) escribió en 1815 una memoria sobre la teoría de determi- 
nantes, su trabajo fue inspirado tanto en forma como en contenido por las Dis- 
quisiciones de Gauss. Siguiendo la dirección de Gauss, introdujo un “sistema 


simétrico” 
01,11, 01,12, 01,3, ``, Úlm 
0421, 02,12) 0233 `; Ln 
Anl; An, 2, n3; *"' Ann») 


que representó en forma abreviada (a;;), al cual se le asocia un determinante. 
Aún más, en su formulación del teorema del producto para deteminantes, Cauchy 
reconoció explícitamente la idea de Gauss de componer dos sistemas (aij) y (bij) 
para formar un nuevo sistema (m;j) donde mij = Xp] 4, rbx,¡. Entonces demostró 
que el determinante del nuevo sistema (m;;) es el producto de los determinantes de 
(aij) y (diz). 

James Joseph Sylvester (1814-1897) en 1850, utiliza el término matriz para 
denotar un arreglo rectangular de números. 


Ferdinand Gotthold Eisenstein (1823-1852) hizo un estudio cuidadoso de las 
Disquisiciones Aritméticas, que inspiraron gran parte de su trabajo. Introdujo 
la notación S x T para “la sustitución compuesta de S y T” y S para “el sistema 
inverso del sistema S” en un artículo sobre formas cuadráticas ternarias publicado 
en 1844. 


Eisenstein consideró a las sustituciones lineales como entes que pueden ser suma- 
dos y multiplicados como si fueran números ordinarios, solo que la multiplicación no 
es conmutativa. Consideraba lo anterior como algo generalmente conocido ya que 
es sugerido por el teorema del producto para determinantes formulado por Cauchy. 
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Gauss había empleado un simbolismo para la composición de formas binarias que 
reflejaban su analogía con la aritmética ordinaria, luego Eisenstein lo empleó para 
sustituciones lineales. Eisenstein nunca desarrolló plenamente su idea de un álgebra 
de sustituciones. 


El simbolismo de Eisenstein fue adoptado por su contemporáneo, Charles Her- 
mite. Tanto Hermite como Fisenstein emplearon el simbolismo como un medio de 
resumir resultados y no como un modo de razonamiento. Su estudio del álgebra 
simbólica no lo desarrollaron más allá de lo que necesitaban en su trabajo sobre la 
Teoría de Números y Funciones Elípticas. 


El problema de Cayley-Hermite [H] es muy importante para el entendimiento 
del desarrollo histórico del álgebra simbólica de matrices. Hermite fue el primero 
en formular dicho problema y le interesó por la relevancia en su trabajo sobre 
la teoría aritmética de formas cuadráticas ternarias. Tres matemáticos, quienes 
llevaron la investigación más allá que Eisenstein y Hermite (Cayley, Laguerre y 
Frobenius), estuvieron preocupados por este problema. Al menos en el caso de 
Cayley y Frobenius, fue lo primero que motivó su estudio del álgebra simbólica de 


matrices. 


En 1855 Cayley introdujo la notación 


a, b, C, 
1 1 / 
ad, b, œC, 
” b” c! 


para representar lo que hoy llamamos una matriz y notó que el uso de matrices es 
muy conveniente para la teoría de ecuaciones lineales. Luego escribió 


para representar el sistema de ecuaciones 
u =ax + by + cz +, 


v=dxz+by+dz+:, 
w=axr+b ytz +:>, 
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También determinó la solución del sistema usando lo que llamó la ¿nversa de la 


matriz: 
—1 


En 1858, Cayley introdujo la notación de una sola letra para matrices y definió 
no solamente cómo multiplicarlas sino también cómo sumarlas y restarlas. 


De esas innovaciones notacionales surge la idea de que las matrices se comportan 
como entes que pueden ser sumadas y multiplicadas: la ley de adición de matrices 
es precisamente similar a la adición de cantidades algebraicas ordinarias, y como se 
puede ver en su multiplicación, en general no es conmutativa. 


Así, Cayley desarrolló el álgebra matricial, haciendo uso constante de su analogía 
con las manipulaciones algebraicas ordinarias, pero notando cuidadosamente dónde 
fallan estas analogías. Luego, usando la fórmula para la inversa de una matriz, 
escribió que “la noción de inversa de una matriz falla cuando el determinante es 
cero; la matriz en este caso se dice que es indeterminada; y que el producto de dos 
matrices puede ser cero sin que alguno de los factores sea cero”. 


Las innovaciones notacionales sugeridas por el problema de Cayley-Hermite le 
permitieron a Cayley obtener el teorema de Hamilton-Cayley. 


Laguerre en 1867 continúa el trabajo de Eisenstein y Hermite en la aplicación del 
álgebra simbólica de las funciones lineales a problemas en la Teoría Aritmética de 
Formas y a la Teoría de Funciones Elípticas. Las memorias de Laguerre constan de 
dos partes: la primera está dedicada al desarrollo del álgebra simbólica de funciones 
lineales en la línea de la memoria de Cayley de 1858. La segunda parte contiene el 
problema de Cayley-Hermite. El trabajo de Laguerre es importante históricamente 
porque muestra que el desarrollo del álgebra simbólica de matrices fue una conse- 
cuencia del trabajo de Eisenstein y Hermite ya que Laguerre no conocía las notas 
de Cayley de 1855 ni sus memorias de 1858. 


Sin conocer las memorias de Cayley y Laguerre, Georg Frobenius también in- 
vestigó el álgebra simbólica de matrices en su trabajo de formas bilineales de 1878. 
Frobenius hizo más contribuciones a la teoría de matrices, en particular estudió 
algunas propiedades de varias clases especiales de matrices, como las simétricas, 
hermitianas, ortogonales y unitarias. 


Aún en sus últimas memorias de 1858 y 1866, Cayley nunca usó su álgebra 
simbólica de matrices como un modo de razonamiento, mientras que Frobenius sí 
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lo hizo. En 1878, Frobenius demostró convincentemente la potencia del método 
simbólico de razonamiento cuando lo combina con los resultados de la teoría espec- 
tral de formas bilineales. 


Fue Emmy Noether (1882-1935) quien liberó al Algebra Lineal de las matrices y 
determinantes. 


AII.1 Valores y Vectores Característicos 


El concepto de matriz similar, como muchos otros conceptos de la teoría de 
matrices provienen del trabajo de Cauchy. En 1826, en su trabajo sobre formas 
cuadráticas demostró que, si dos formas cuadráticas están relacionadas mediante 
un cambio de variable, esto es, si sus matrices son similares, entonces sus polinomios 
característicos son iguales. Sin embargo Georg Frobenius (1849-1917) fue el primero 
que analizó y definió formalmente el concepto de similaridad, bajo el nombre de 
transformación contragrediente, en un artículo de 1878. Comenzó analizando el 
caso general: estableció que dos matrices A y D son equivalentes, si existen matri- 
ces invertibles P y Q tales que D = PAQ. Trató los casos especiales de P = +Q 
(matrices congruentes) y de P = Q7}, y demostró varios resultados sobre matrices 
similares incluyendo el teorema que dice: si A es similar a D, entonces f(A) es 
similar a f(D), donde f es cualquier función matricial polinomial. 


El concepto de valor característico se originó independientemente de la teoría 
de matrices. El contexto en el cual se obtuvieron los primeros problemas de valores 
característicos durante el siglo XVIII fue en la solución de sistemas de ecuaciones 
diferenciales lineales con coeficientes constantes. En 1743, Leonhard Euler (1707- 
1783) introdujo por primera vez el método estándar de resolución de una ecuación 
diferencial de orden n con coeficientes constantes 


y + any? +-+ + ay + aog? =0 


usando funciones de la forma y = eòt donde A es una raíz de la ecuación carac- 
terística 


E +a = 0. 


Esta es la misma ecuación que se obtiene al sustituir 


N=YW Y=Y, Y3 =y", Yn =y 


reemplazando la única ecuación de orden n por un sistema de n ecuaciones de 
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primer orden 


Y, = Y2 
Yo = Y3 
Yn = — 00Yy1 — 01Y92 — ° — An—iYn 


y, por último, calculando el polinomio característico de la matriz de coeficientes de 
este sistema. [F-B] 


Veinte años más tarde, Lagrange (1736 -1813) dio una versión más explícita 
de esta misma idea al hallar la solución de un sistema de ecuaciones diferenciales 
encontrando las raíces del polinomio característico de la matriz de coeficientes. El 
sistema particular de ecuaciones diferenciales surgió del examen de los “movimientos 
infinitesimales” de un sistema mecánico en la vecindad de su posición de equilibrio. 
En 1774, Lagrange resolvió un problema similar de Mecánica Celeste usando la 


misma técnica. 


Por otro lado, D’Alembert en trabajos que datan de 1743 a 1758, y motivado 
por la consideración del movimiento de una cuerda cargada con un número finito 
de masas (restringidas aquí por simplicidad a tres), había considerado el sistema 


dyi . 
24 Y an =0 i=1,2,3. 


Para resolver este sistema decidió multiplicar la ¿-ésima ecuación por una constante 
vi para cada i y sumar las ecuaciones para obtener 


3 dy; 3 
5 Ui qe + 5 VilikYk = 0 
i=1 ik= 


F S 3 Ñ 
Si las v; son elegidas tal que >7;_, UG ix + Auk = 0 para k = 1,2,3, esto es, si 
(v1, va, v3) es un vector característico correspondiente al valor característico —A 
para la matriz A = (aik), la sustitución u = v1y1 + vaya + v3y3 reduce el sistema 
original a la única ecuación diferencial 

du 

— + Au = 0. 

dt? 
Tal ecuación, después del trabajo de Euler sobre ecuaciones diferenciales, fue re- 
suelta fácilmente y permitió encontrar las soluciones para las tres y;. Un estudio de 
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las tres ecuaciones en las cuales esto aparece demuestra que À está determinada por 
una ecuación cúbica la cual tiene tres raíces. D'Alembert y Lagrange, un poco más 
tarde, se dieron cuenta de que para que las soluciones tuvieran sentido físico tenían 
que ser acotadas cuando t —> oo. Esto debería ser verdadero si los tres valores de A 
fueran distintos, reales y positivos. Cuando Lagrange consideró sistemas similares 
derivados de sus estudios de Mecánica Celeste, también había determinado los va- 
lores para A, los cuales en muchos casos satisfacían ecuaciones de grado mayor que 
tres. No podía determinar la naturaleza de esos valores matemáticamente, luego 
argumentaba que de la estabilidad del sistema solar se obtenía que los valores fueran 
tales que las correspondientes soluciones a las ecuaciones diferenciales permanecían 
acotadas. 


Cauchy fue el primero que resolvió el problema de determinar en un caso es- 
pecial los valores característicos de la matriz (aik). Se considera que no estuvo 
influenciado por el trabajo de D'Alembert ni de Lagrange sobre ecuaciones diferen- 
ciales, sino que lo hizo como resultado de su estudio sobre superficies cuadráticas 
(el cual formaba parte del curso de Geometría Analítica que enseñaba en el Ecole 
Polytechnique desde 1815). Una superficie cuadrática (centrada en el origen) está 
dada por una ecuación f(x,y,z) = k, donde f es una forma cuadrática ternaria 


Ax? + 2Bxy + Cy? 4+2Dx2+ 2Ey2+ F2?. Para clasificar tales superficies, Cauchy, 
como Euler más tempranamente, necesitaban encontrar una transformación de 
coordenadas bajo las cuales f se convertía en una suma o diferencia de cuadra- 
dos. En términos geométricos, este problema significa encontrar un nuevo conjunto 
de ejes ortogonales en un espacio de tres dimensiones en el cual expresar la su- 
perficie. Pero entonces, Cauchy generalizó el problema a formas cuadráticas con 
n variables, cuyos coeficientes pueden ser escritos como una matriz simétrica. Por 
ejemplo, la forma cuadrática binaria ax?+2bxy + cy? determina la matriz simétrica 


de 2 x 2 
a b 
b ec)” 


El propósito de Cauchy fue encontrar una función lineal tal que la matriz resultante 
de ésta fuera diagonal, lo cual logró en un artículo de 1829. Debido a que la esencia 
de la demostración de Cauchy reside en el caso de dos variables, veremos este 
caso: para encontrar una transformación lineal la cual mande a la forma cuadrática 
binaria f(x, y) = ax? +2bxy+cy? en una suma de cuadrados, es necesario encontrar 
el máximo y mínimo de f(x, y) sujeto a la condición 1?+y? = 1. El punto en el cual 
tal valor extremo de f ocurre es un punto sobre el círculo unitario, el cual también 
está al final de un eje de uno de la familia de elipses (o hipérbolas) descritas por la 
forma cuadrática. Si se toma la línea del origen a ese punto como uno de los ejes y la 
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perpendicular a esa línea como el otro, la ecuación en relación a esos ejes contendrá 
únicamente los cuadrados de las variables. Por el principio de los multiplicadores 
de Lagrange, los valores extremos ocurren cuando los cocientes f,/2x y f,/2y son 
iguales. Dándole a cada uno de ellos el valor de A, obtenemos las ecuaciones 


ar +tby y y bete 
T y 


las cuales pueden reescribirse como el sistema 


(a — à)x + by = 0 
bz + (c — Ay = 0. 


Cauchy sabía que su sistema tiene soluciones no triviales si, y sólo si, su deter- 
minante es igual a cero, esto es, si (a — A) (c— A) — b? = 0. En términos de matrices, 
ésta es la ecuación característica det(A — AI) = 0, la cual Cayley trabajó unos 
treinta años más tarde. 


Para ver cómo las raíces de esta ecuación nos permiten diagonalizar la matriz, 
sean À; y Az las raíces de la ecuación característica y (£1, y1), (£2, ya) las soluciones 
correspondientes para x,y. Luego 


(a — A1)21 +by1 =0 
(a m A2)T2 Te bya =0. 


Si se multiplica la primera de esas ecuaciones por xa, la segunda por 11, y se restan, 
el resultado es la ecuación 


(2 — A1)1122 + b(yix2 — x21y2) = 0. 


Similarmente, comenzando con las dos ecuaciones y utilizando —A;, se obtiene la 
ecuación 

b(yax1 = yira) + Os = A1)Y1Y2 =0. 
Sumando estas dos ecuaciones, tenemos que (A2 — A1) (1112 + y142) = 0. Luego, si 
A1 Æ Aa (y esto es verdadero en el caso considerado, a menos que la forma original 


ya sea diagonal), entonces 1112 + y1y2 = 0. Las condiciones del problema también 
implican que z? + y? = 1 y z2 + y¿ = 1. En términos modernos, la función lineal 


£ = T1U + 2V 


Y = Yy14 T Y2V 
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es ortogonal. Se puede calcular fácilmente que la nueva forma cuadrática que se 
obtiene de esta transfomación es Au? + A2v?, como se quería. Que A¡ y Àz son 
reales, se sigue de suponer lo contrario, que son complejos y conjugados uno del 
otro. En ese caso, 11 debe ser el conjugado de x3 y yı el de y2, además 1112 + Y1Y2 
no puede ser cero. Por consiguiente, Cauchy había demostrado que todos los valores 
característicos de una matriz simétrica son reales y al menos en el caso en el que 
son todos distintos, la matriz puede ser diagonalizada utilizando transformaciones 
ortogonales. [K] 


Por otro lado, veamos cómo se demostró que los vectores característicos no tri- 
viales correspondientes a valores característicos diferentes son linealmente indepen- 
dientes: supongamos que 


f(x) = Az 
donde x = Y ĉie; # 0. Escribiendo C; = (Al — f)(e;), se tiene que J- €¿C¿ = 0; 
luego C1, C2,:--,Cn son linealmente dependientes, de aquí que 


(AL = Pea) = Ple2)1-- (A = Plen)] = 0. 


Como eje2:::€n % 0, esto es equivalente a que el determinante de la función 
lineal AZ — f sea cero, con lo cual queda demostrado el teorema. Este teorema fue 
demostrado por Cauchy en 1829 y posteriormente por Weierstrass en 1858. 


AII.2 Teorema de Cayley-Hamilton 


Cayley menciona en su artículo de 1858, el que ahora es llamado Teorema de 
Cayley-Hamilton para matrices cuadradas de cualquier orden. Demuestra el teo- 
rema para el caso de matrices de 3 x 3 y afirma que la demostración del caso general 
no es necesaria. 


El uso de la notación de una única letra para representar matrices fue lo que 
probablemente le sugirió a Cayley el teorema que establece que 


a— M b _ 
det ( é an 


donde M representa la matriz E a) A 


Cayley le comunicó a Sylvester este notable teorema en una carta el 19 de noviem- 
bre de 1857. En ella y en el artículo de 1858, Cayley hizo cálculos con M como 
si fuera una cantidad algebraica ordinaria y demostró que (a — M)(d — M) — bc = 
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(ad — be)M? — (a+d)M? + M? = 0 donde MY = (ò 2) . Lo que motivó a Cay- 
ley a establecer este resultado fue demostrar que “cualquier matriz satisface una 
ecuación algebraica de su mismo orden” y por lo tanto que “toda función racional 
y entera (de la matriz) puede ser expresada como una función racional y entera de 
un orden a lo más igual al de la matriz menos la unidad”. Después demostró que 
este resultado es cierto para funciones irracionales. En particular demuestra como 
calcular L? = M, donde M es una matriz de 2 x 2. Supongamos que 


u=(3 4) y 2=(5 8) 


Como L satisface L? — (a+9)L+(a0—/ By) = 0 y L? = M, sustituyendo obtenemos 


1 
L = —— |M + (00 — ; 
5 [1 + (oô — By) 
El propósito era expresar X = a+ô y Y = 09— Py en términos de los coeficientes 
de la matriz M. Cayley resuelve esto haciendo notar que la expresión anterior para 
L implica que 


a+ Y b 

Z X X 
L= c d+Y 

X X 


Como la suma de las diagonales de esta matriz es X y el determinante es Y, se 
obtienen dos ecuaciones para las variables X y Y que involucran únicamente los 
coeficientes de la matriz original. 


Hamilton enunció el teorema en términos de funciones lineales y no en términos 
de matrices. En particular, escribió el resultado para dimensión 3 en términos de 
una función lineal de vectores y para dimensión 4 en términos de una función lineal 
de cuaterniones. Cabe señalar que no dio una demostración general del teorema. 
Su principal interés estuvo en derivar una expresión para la inversa de una función 
lineal. Por ejemplo, si la ecuación M? +aM + b = 0 entonces M7! = —(a + M) y 
M”! puede ser fácilmente encontrada. Luego, se puede explotar esta idea tratando 
con potencias negativas de una matriz dada. [K] 


Frobenius en un artículo de 1878 dio la primera demostración general del Teo- 
rema de Cayley-Hamilton. 


AII.3 El Polinomio Mínimo 


Frobenius define en 1878 el polinomio mínimo, como el polinomio de menor grado 
el cual satisface la matriz. Establece que está formado por los factores del polinomio 
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caracterísitico y que es único. Sin embargo no fue hasta 1904 que Kurt Hensel 
(1861-1941) demostró la afirmación de unicidad de Frobenius. [KL] 


AII.5 Forma Canónica de Jordan 


Grassmann demuestra para un operador lineal p (construyendo una base apro- 
piada), que el espacio completo se puede descomponer como la suma directa de 
subespacios invariantes ker(p — AL)" donde A recorre las raíces características de 
p y k es la multiplicidad algebraica de A. Grassmann fue el primero en demostrar 
este resultado el cual es llamado teorema de descomposición primaria. 


En uno de sus artículos, Peirce (1809-1880) introduce la idea de elemento nilpo- 
tente. [K] 


El trabajo de Cauchy proviene de una teoría que trata de los valores carac- 
terísticos de varios tipos de matrices. Sin embargo, estos resultados fueron escritos 
en términos de formas y no en términos de matrices a mediados del siglo XIX. Las 
formas cuadráticas nos conducen a matrices simétricas. El caso más general de 
formas bilineales, funciones de 2n variables de la forma 


n 
5 QijLiYj 
i j=1 
conducen a matrices cuadradas. Estas fueron estudiadas primero en detalle por 
Jacobi alrededor del año 1850 y un poco más tarde por Weierstrass y Jordan, entre 
otros. Lo principal de este estudio fue encontrar maneras para clasificar tales for- 
mas, usualmente determinando las funciones lineales las cuales transforman unas 
formas en otras de un tipo particularmente simple. La idea central de determinar 
dichas funciones fue, como en el trabajo de Cauchy, la consideración del polinomio 
característico det(A — AI), donde A es la matriz que representa la forma bilin- 
eal. En 1851 Sylvester demostró que un cierto conjunto de factores del polinomio 
característico son preservados bajo cualquier sustitución lineal. Estos factores, los 
divisores elementales, resultan fundamentales en el proceso de clasificación. Luego, 
Weierstrass en 1868, tratando con valores complejos y teniendo todos los polinomios 
irreducibles lineales, demostró el converso del resultado de Sylvester el cual dice que 
“una forma bilineal dada A puede ser transformada en otra forma B, si y sólo si, 
ambas formas tienen el mismo conjunto de divisores elementales”. En notación 
moderna, una forma bilineal puede ser expresada como X AY donde X es una ma- 
triz de 1 x n, Y una matriz de n x 1, y A una matriz de n x n. Una función lineal 
sobre X se puede expresar como X = X’P donde P es una matriz invertible de 
nxn. Similarmente, una función lineal sobre Y puede escribirse como Y = QY”. 


164 Apéndice 


Se sigue que la forma bilineal transformada se puede expresar como X'"PAQY”. 
Weierstrass demostró que se pueden encontrar P y Q tales que la matriz PAQ se 
puede escribir como 


D, 0 0 0 

0 D 0 0 

0 0 0 D, 
donde cada submatriz D; es de la forma 

0 00 1 u 

0 0 1 uso 

u 00 0 0 


con u una raíz del polinomio característico. 


Dos años más tarde, Jordan desarrolló la misma forma canónica en su Tra- 
tado de Sustituciones. Jordan no llegó al problema de clasificación a través 
del estudio de formas bilineales, sino a través del estudio de las funciones lineales 
mismas. Había hecho un estudio detallado del trabajo de Galois sobre soluciones de 
ecuaciones algebraicas y especialmente sobre la resolución de ecuaciones de grado la 
potencia de un primo. Estas soluciones involucran el estudio de funciones lineales, 
funciones cuyos coeficientes podían ser considerados como elementos de un campo 
finito de orden p. Tal función lineal, con las raíces £1, £2, ..., Y, puede ser expresada 
en términos de una matriz A. En otras palabras, si X representa la matriz de n x 1 
de las raíces x;, entonces la función puede ser escrita como X’ = AX (mod p). El 
propósito de Jordan fue encontrar lo que llamó una “transformación de índices” 
tal que la función pudiera ser expresada en los términos más simples posibles. En 
notación matricial, esto significa que quería encontrar una matriz invertible P de 
n x n, tal que PA = DP donde D es la matriz más “simple” posible. 


Luego, si Y = PX, entonces PAP*Y = PAX = DPX = DY y la sustitución 
sobre Y es “simple”. Usando otra vez el polinomio característico para A, Jordan 


notó que si todas las raíces de det(A — AL) = 0 son distintas, entonces D puede 
ser diagonal, donde los elementos de la diagonal son los valores característicos. 
Por otro lado, si hay raíces múltiples, Jordan demostró que puede encontrarse una 
sustitución tal que la D resultante tenga forma de bloque, como en la forma anterior 
de Weierstrass, donde cada bloque D; es una matriz de la forma 


k 1 0 --- 0.0 
Oki- 00 


oo 
oo 
[e 
mu 
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y k % 0 (mod p) es una raíz del polinomio característico. La forma canónica, 
conocida hoy como forma canónica de Jordan, donde los valores k de la diagonal 
mayor de la matriz son todos sustituidos por el valor 1, fue introducida por Jordan 
en 1871 cuando se dio cuenta que su método podía ser aplicado a la solución de 
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, cuyos coeficientes, en lugar de ser 
tomados en un campo de p elementos, fueran números reales o complejos. [K] 


ATIT.1 Formas Bilineales 


Mientras los matemáticos mostraban una tendencia a desdeñar las ecuaciones de 
primer grado, la resolución de ecuaciones diferenciales fue un problema muy impor- 
tante. Las ecuaciones lineales se distinguieron desde el principio y su estudio con- 
tribuyó a poner de manifiesto la linealidad correspondiente. D'Alembert, Lagrange 
y Euler estudiaron esto, pero el primero es el único que considera útil indicar que la 
solución general de la ecuación no homogénea es suma de una solución particular y 
de la solución general de la ecuación homogénea correspondiente; además, cuando 
estos autores enuncian que la solución general de la ecuación lineal homogénea 
de orden n es combinación lineal de n soluciones particulares, no mencionan que 
éstas deben ser linealmente independientes. Este punto, como tantos otros, no se 
aclararán hasta la enseñanza de Cauchy en la Escuela Politécnica. 


Lagrange introdujo (aunque solamente para el Cálculo y sin darle nombre) la 
ecuación adjunta L*(y) = 0 de una ecuación diferencial lineal L(y) = 0, la cual es 
un ejemplo típico de dualidad en virtud de la relación 


J zL(y) dz = J L*(z)y de 


válida para y y z anulándose en los extremos del intervalo de integración. Con más 
precisión, y treinta años antes de que Gauss definiera explícitamente la traspuesta 
de una sustitución lineal de 3 variables, vemos aquí el primer ejemplo de un operador 
funcional L* traspuesto de un operador L dado mediante una función bilineal (en 
este caso la integral) f yz dx. 


Posteriormente, el estudio de las formas cuadráticas y bilineales, y de sus ma- 
trices y sus invariantes conduce al descubrimiento de principios generales sobre la 
resolución de sistemas de ecuaciones lineales; principios que Jacobi no había alcan- 
zado por carecer de la noción de rango. [B] 


AIII.3 Producto Escalar 


A principios de 1840, Grassmann había desarrollado el concepto de producto in- 
terior (escalar) de dos vectores como el “producto algebraico de un vector mul- 
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tiplicado por la proyección perpendicular del segundo sobre él” y estableció alge- 
braicamente el producto interior a|8 de a y 8 (cuando n = 3) como 


alf = 0161 + 09262 + 0303 


donde Y = a1e1 + Qe + &3e3 y B = Ber + b2e2 + P3eg son hipernúmeros, 
las œa; y ĝi son números reales y es, ez y eg son unidades primarias represen- 
tadas geométricamente por vectores de longitud unitaria, dibujados desde un origen 
común tal como lo determina un sistema de ejes ortogonales de la mano derecha. Las 
oe; son múltiplos de las unidades primarias y son representadas geométricamente 
por las longitudes q; a lo largo de los ejes respectivos, mientras que & esta represen- 
tada por un vector en el espacio cuyas proyecciones sobre los ejes son las longitudes 
Qi. Se cumple lo mismo para p; y 8. Para el producto interior Grassmann postula 
que 
esle, =1 y que ele; =0 paraiA j. 


El valor numérico o magnitud de un hipernúmero a lo define como 


a = yaja = 1/0 +03 + aż. 


Luego, la magnitud de a es numéricamente igual a la longitud del vector, el cual se 
representa geométricamente. También desarrolla la fórmula para el cambio de coor- 
denadas bajo cambio de base e introduce algunas de las ideas básicas relacionadas 
con las funciones lineales. Finalmente, aplicó algunas de estas ideas en el desarrollo 
de la geometría simbólica. 


Hamilton también define el producto escalar de dos vectores, pero en dimensión 
a lo más cuatro y demuestra su bilinealidad. 


AITV.1 Producto Tensorial 


El Cálculo Tensorial se inicia a principios del siglo XIX con Grassmann y Cayley, 
pero prospera hasta fines del mismo. Riemann multiplicó el poder del cálculo 
tensorial adoptando las coordenadas curvilíneas de Gauss. Un nuevo progreso fue 
realizado por Christoffel en 1869 al organizar sistemáticamente el nuevo algoritmo, 
descubriendo las derivadas que después se han llamado invariante y covariante. 
Finalmente Ricci y su discípulo Levi Civita le dieron la forma definitiva en 1888. 


La física relativista de Einstein sacó del olvido este poderoso instrumento, hoy 
de uso frecuente en las más diversas teorías. 


El ejemplo más importante es la curvatura de un espacio y precisamente este 
tensor de Riemann fue el que le permitió a Einstein expresar su ley de gravitación 
y su teoría general de relatividad. [R] 
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ATV.2 Producto Exterior 


Grassmann introduce el producto exterior denotado con | ], para el cual postula 
que para las unidades primarias e; 


[e, es) = —[e;e;] 1 A J; A] =0. 


Estos corchetes son llamados unidades del segundo orden y no son reducidos por 
Grassmann (mientras que Hamilton sí lo hace) a unidades del primer orden. Sin 
embargo eran equivalentes a unidades del primer orden [e¡e2] = ez, y así sucesiva- 
mente. Con la ayuda del producto exterior de las unidades primarias, el producto 
exterior P de los hipernúmeros a = 01€, + &2€2 + &3e3 y B = B1e1 + B2€e2 + B363 
lo expresó como sigue: 


P = [af] = (02783 — 0382) le2€3] + (0381 — 0183) [e301] + (0182 — 0981) le1e2]. 


Este producto es un hipernúmero del segundo orden y está expresado en términos 
de unidades independientes del segundo orden. Su magnitud |P| se obtiene a partir 
de la definición del producto interior, P|P, de dos hipernúmeros del segundo orden 
y es 


|P| = VPIP = y (0283 — 0352)? + (9381 — 0183)? + (0182 — 0981)? 


E y (bh y 02P2 a3b3 2 
enar Gala la|] 6] olio] 


= |a||8|senð 
donde 0 es el ángulo entre los vectores a y 6. 


Luego, la magnitud |P| del producto exterior [a8], se representa geométrica- 
mente por el área del paralelogramo construido sobre los vectores, los cuales son 
las representaciones geométricas de a y 6. 


Hamilton estableció el producto exterior de dos vectores, como el que ahora es 
dado para el sistema de los números complejos. Durante 15 años estuvo tratando 
de generalizarlo a un espacio de tres dimensiones. Un día mientras caminaba por 
el canal Royal se le ocurrió la fórmula i? = j? = k? = ijk que le permitió definir el 
producto exterior de dos vectores, pero en un espacio de dimensión cuatro (cuater- 
niones). 


ATV.4 Ko y K} 


La K-Teoría Algebraica comienza por el hecho de que no todos los módulos proyec- 
tivos son libres. 
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La K-Teoría Algebraica comenzó a finales de la década de los cincuentas con la 
analogía de Serre entre haces vectoriales y módulos proyectivos: existe una corres- 
pondencia biyectiva entre clases de isomorfismo de haces vectoriales reales sobre X y 
clases de isomorfismo de módulos finitamente generados sobre el anillo de funciones 
reales continuas sobre X. Por medio de esta correspondencia, el conocimiento de los 
haces vectoriales se utiliza para sugerir resultados, demostraciones y construcciones 
para los módulos proyectivos. 


En geometría algebraica, los haces vectoriales sobre variedades algebraicas se 
definen como gavillas localmente libres. De hecho, existe una correspondencia 
biyectiva entre haces vectoriales y gavillas localmente libres de rango finito. El 
espacio afín Af; sobre un campo k es el espectro primo Spec k[t1,---,ta]. Este es 
un esquema afín sobre k[t¡,---,t,] y las gavillas localmente libres corresponden a 
módulos proyectivos finitamente generados sobre klt,,---,t,]. Así pues, correspon- 
den a haces vectoriales sobre 4% los módulos proyectivos finitamente generados. 


La conjetura de Serre era la siguiente: ¿Es todo haz vectorial sobre 4% un haz 
trivial? o equivalentemente, ¿son libres todos los módulos proyectivos finitamente 
generados sobre klt¡,---,t,)? 


Una de las metas de la K-Teoría Algebraica fue en un principio, la de proveer 
nuevas técnicas para atacar el problema de Serre. Sin embargo, ninguna de las 
soluciones independientes de Suslin y Quillen en 1976 se basó en la K-Teoría Alge- 
braica. 


La K-Teoría Algebraica Clásica es una parte del Algebra Lineal General. Es, in- 
tuitivamente, una generalización del teorema que establece la existencia y unicidad 
de las bases para espacios vectoriales y también de la Teoría de Grupos del grupo 
lineal general sobre un campo. 


La K-Teoría Algebraica tiene sus raíces en el trabajo de Grothendieck sobre el 
teorema de Riemann-Roch, donde introdujo el funtor Ko. Sea A un anillo con 
unidad. Definimos Ky(A) como el grupo abeliano con un generador |P] para cada 
A-módulo proyectivo finitamente generado P, y una relación [P] = [P"] +[P”] para 
cada sucesión exacta 

0 P' P P” 0. 


Llamamos a Ky(A) el grupo de Grothendieck de A, i.e., el grupo abeliano de 
clases de isomorfismo de A-módulos proyectivos finitamente generados. 


El cálculo de Ko de un campo mide, hasta cierto punto, cuánto les falta a los 
A-módulos proyectivos finitamente generados para poseer una teoría de dimensión 
como la de los espacios vectoriales. Así, podemos considerar aquella parte de la 
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K-Teoría Algebraica correspondiente a Ko como un intento de generalizar ciertas 
propiedades elementales del Algebra Lineal a módulos sobre un anillo cualquiera. 


Observamos que la operación aditiva en Ko(A) proviene de la suma directa de 
módulos, i.e., [P] + [Q] = [P 0 Q] y que, si A es conmutativo, entonces el producto 
tensorial de módulos hace de K¿(A) un anillo conmutativo, i.e., [P] - [Q] = [P 8 Q]. 


Sea GL, A el grupo lineal general de matrices invertibles de n x n con coeficientes 
en A. Si identificamos cada matriz A € GL£L,, A con la matriz ña A € GLn+1(A) 


obtenemos inclusiones GLi (A) € GL2(A) C GL3(A)---. Denotaremos su límite 
directo con GL(A). En 1939, Whitehead demostró que el subgrupo E(A) € GL(A) 
generado por todas las matrices elementales era igual al subgrupo conmutador 
[GL(A), GL(A)]. 

LEMA (Whitehead) [GL(A), GL(A)] = E(A). 


Por lo tanto, E(A) es un subgrupo normal de GL(A) y el cociente 
GL(A)/E(A) es un grupo abeliano bien definido. Este grupo se define como KA y 
se llama grupo de Whitehead de A. Es inmediato comprobar que K; es un funtor 
de la categoría de anillos en la categoría de grupos abelianos. 


Durante los últimos años de la década de los sesenta, uno de los problemas 
mayores de la K-Teoría Algebraica era el de definir funtores K„A para toda n € Z. 
Esto fue sugerido por analogía con la K-Teoría Topológica. 


En 1969, Milnor propuso una definición de K2(A) que poseía propiedades aná- 
logas a Ko y Kı. El observó que, en el grupo E,,(A), las matrices elementales 
eà satisfacían ciertas relaciones obvias. Siguiendo a Steinberg, Milnor introdujo 
un grupo abstracto St, (A) definido por generadores rà y relaciones que imita- 
ban el comportamiento de esas matrices elementales. Definiendo el homomorfismo 


canónico 


Pn: Sta (A) — En (A) C GLA(A) 


dado por Pnl) ) = e), y pasando al límite directo obtenemos ¢: St(A) — GL(A) 


tal que p(St(A)) = E(A). Entonces Milnor definió K2(A) = ker q. 

La K-Teoría Algebraica se convirtió en un tema importante porque relaciona 
dos áreas de las matemáticas. El desarrollo de la K“Teoría Algebraica superior de 
Quillen relaciona la Topología con el Algebra de una manera nueva y fundamental. 
La K-Teoría Algebraica utiliza métodos topológicos para encontrar invariantes al- 
gebraicos, y también proporciona una manera de traducir conceptos algebraicos en 
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conceptos topológicos. La K-Teoría Algebraica estudia las propiedades de ciertos 


grupos K;¿(A), construidos a partir de un anillo A. 


Quillen en los setentas definió, para i > 1, el ¿-ésimo K- grupo algebraico de A 


como K;A = T¡(BGLA*). Como en los casos i = 1,2, K; es un funtor covariante 


de la categoría de anillos a la categoría de grupos. [LL1] y [LL2] 
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